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PRESENTACION

Pocos eventos tienen la fortuna de llegar a su vigésima cuarta version. Con mucho esfuerzo, dedicacion y
también orgullo, llegamos a esta version del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, cuya trayectoria
lo posiciona como uno de los mas importante en el area. Es un evento académico de caracter internacional
que en esta oportunidad ha sido organizado por las universidades Distrital Francisco José de Caldas,
Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Gravito y Universidad Pedagogica Nacional.

El propdsito del Encuentro ha sido siempre convocar a matematicos, investigadores, profesores y
estudiantes de matemadticas o de educacion matematica para favorecer el intercambio de ideas y
experiencias. Con el Encuentro esperamos contribuir a la difusiéon de resultados de investigaciones en
geometria, su didactica y sus aplicaciones; a la formacion de estudiantes de matematicas y de educacion
matematica y docentes de primaria, secundaria y educacidén superior en tematicas relacionadas con la
geometria, su didactica y sus aplicaciones, y finalmente, al fomento del estudio de los fundamentos de la
geometria, su filosofia, sus métodos, su historia, su didactica, sus aplicaciones y sus relaciones con otras
ramas de las matematicas.

El selecto grupo de invitados nacionales y extranjeros es garantia del nivel académico del evento y certeza
de que este serd un espacio de muchos aprendizajes. Contamos con la presencia de cuatro profesores de
reconocida trayectoria académica a nivel internacional: Jos¢ Roman Galo (Universidad de Cordoba,
Espafia), Eirc Hackenholz (Francia), Alain Kuzniak (Universidad Paris — Diderot, Francia) y José Villella
(Universidad Nacional de San Martin, Argentina). A nivel nacional, estan invitados a participar, con una
conferencia o un cursillo, profesores e investigadores de varias instituciones educativas colombianas:
Colombia Aprendiendo, Sociedad Colombiana de Matematicas, Universidad Antonio Narifio, Universidad
Konrad Lorenz, Universidad de los Andes, Universidad de Narino, Universidad Industrial de Santander,
Universidad Nacional de Colombia, Universidad de Tolima, Universidad del Valle, y de las entidades
organizadoras.

En estas memorias se recogen escritos que corresponden a lo que los autores presentaran en el Encuentro.
Algunos de los documentos son de los invitados a participar en el evento. Los demas pertenecen a
aquellas personas que culminaron con éxito dos procesos: i) la evaluacion de la calidad académica de su
propuesta, realizada por miembros del Comité Académico, que les dio el derecho de presentar una
comunicaciéon breve o un poster en el evento, y ii) la invitacion a publicar en las Memorias y su
participacion en el proceso de edicion del escrito, proceso que culmind favorablemente.

Los escritos versan sobre las siguientes temdticas: geometria en la educacién matematica, geometria e
historia, geometria y otras ramas de la matematica, geometria y artes, geometria y tecnologia, geometria e
inclusion y temas de geometria.

Comité Organizador, Bogota, junio de 2019
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MUSICA: UNA DANZA GEOMETRICA; GEOMETRIA: UNA ABSTRACCION
MUSICAL

Juan Sebastian Arias Valero

Universidad Nacional de Colombia
jsariasvl@gmail.com

Proponemos una dualidad entre musica y geometria en la cual contrastamos a las
piezas musicales, entendidas como variaciones de patrones geométricos, con las
geometrias, entendidas como colecciones de propiedades invariantes respecto a
grupos de transformaciones (con posible significado musical). Bajo esta dualidad,
presentamos varios ejemplos, en armonia, contrapunto e interpretacion musical,
donde superficies geométricas basicas ganan cierto movimiento y dan cuerpo y
estructura a las piezas musicales.

INTRODUCCION

Una de las unificaciones mas importantes en la historia de las matematicas es la definicion de una
geometria dada por Klein (1893) en su Programa de Erlangen. Para Klein, una geometria es el
estudio de las propiedades invariantes respecto a un grupo' de transformaciones de un espacio.
En la geometria euclidiana distancias, areas y angulos son invariantes respecto a rotaciones y
traslaciones en el plano. En la geometria afin, la cual generaliza la geometria euclidiana, el
paralelismo entre rectas es preservado bajo transformaciones afines, las cuales son
transformaciones lineales invertibles del plano combinadas con traslaciones (véase la Figura 1).

Figura 1. Preservacion de distancias, areas y angulos bajo una transformacion euclidiana
(izquierda) y preservacion del paralelismo bajo una transformacion afin (derecha).

Informalmente, los axiomas de grupo son los requerimientos minimos que se le deben colocar a un conjunto G con
una operacion binaria * de tal manera que las ecuaciones lineales de la forma a * x = b (lineales) tengan solucion.
Estos requerimientos son: 1. Existencia de un elemento neutro; 2. Asociatividad de la operacion, 3. Existencia de
inversos.

Arias, J. (2019). Musica: una danza geométrica; geometria: una abstraccion musical. En C. Samper y L. Camargo
(Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 11-23). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



Por otro lado, en la musica occidental, los grupos de transformaciones se manifiestan de una
manera opuesta. En primer lugar, el uso de simetrias en musica se origina probablemente por la
necesidad prdctica de componer una partitura de manera efectiva en corto tiempo.> No es
extrafio, entonces, que las construcciones bdasicas del contrapunto y la armonia (inversion,
retrogrado, transposicion, aumentacion) correspondan a simetrias basicas de la geometria afin.
Sin embargo, en musica no estudiamos los invariantes respecto a simetrias, sino que por el
contrario, en las piezas musicales, a partir de esas simetrias variamos los objetos musicales
(notas, acordes, melodias, escalas, duraciones) para plasmarlos en una obra.

De acuerdo a lo anterior, esquematizamos® la relacién entre musica y geometria mediante el
diagrama de la Figura 2. En la izquierda del diagrama tenemos una correspondencia (invariantes)
de grupos a geometrias que asocia a cada grupo de transformaciones de un espacio su geometria
segun Klein. En la derecha, tenemos una correspondencia (variaciones) que produce variaciones
de material musical bajo la accion de un grupo de simetrias dado. Estas correspondencias poseen
correspondencias que van justamente en las direcciones contrarias. Por un lado, a cada geometria
le podemos asociar el grupo de todas las transformaciones que preservan cada una de las
propiedades de la geometria. Por otro lado, el proceso que a una pieza musical le asocia el grupo
de simetrias en juego es el analisis musical. De esta manera, tenemos un movimiento de vaivén
conceptual que oscila entre las piezas musicales y las geometrias.

grupos

mvariantes variaciones

analisis
geometrias musica

Figura 2. Diagrama de relaciones entre geometria y musica

En este escrito mostramos dos ejemplos de como pasar de la geometria a la musica y dos
ejemplos de como pasar de la musica a la geometria, en el &mbito de la armonia y el contrapunto
occidentales. Veremos que los vaivenes asociados con esos movimientos pueden generar
procesos creativos tanto en musica como en matemadticas. Para finalizar, observamos cémo
gracias a la gestualidad (a medio camino entre musica y geometria) es posible recobrar el
movimiento corporal intrinseco que existe en las transformaciones y en las piezas musicales, lo
cual permite la interpretacion corporal e instrumental de estas tltimas. De alli nuestra vision de la

2 Véase Mazzola, Mannone y Pang (2016, p. 11).
3 Este esquema no pretende ser estrictamente formal, sino presentar una orientaciéon conceptual para el articulo.
Probablemente, una formalizacion pueda lograrse usando adjunciones categoricas.
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musica como una danza geométrica, en la cual figuras geométricas sencillas ganan movimiento y
se desenvuelven en el tiempo.

ESPACIOS MUSICALES Y CONSTRUCCIONES BASICAS

Antes de abordar los ejemplos centrales de este escrito, necesitamos algunos modelos
matematicos basicos que ocurren en musica.

La partitura tradicional de la musica occidental puede situarse en el plano R?, donde cada pareja
(t,a) representa un evento sonoro con altura o tono a que ocurre en un instante de tiempo t
(véase la Figura 3). Las unidades que se toman para las alturas y el tiempo se escogen a
conveniencia. Usualmente, las alturas pueden estar dadas por frecuencias o nombres de notas y
los tiempos pueden estar en segundos o unidades de pulso.

altura a
RZ
0
*—o0
i —

ANV *—0

. tiempo ¢t
Figura 3. El espacio de la partitura

El espacio de tonos de la escala equitemperada® es el anillo Z, ,, en el cual identificamos niimeros
con tonos como sigue:

0=c, 1=do#t=re b , 2=re, 3=reI=mi b , 4=mi, 5=fa, 6=faft=sol b
7=sol, 8=solg=la b , 9=la, 10=lagi=si b , 11=si.
De la misma manera, la escala diatonica

Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si,

4 La escala equitemperada es aquella donde las notas estan distribuidas en 12 intervalos iguales a lo largo de una
octava.
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la cual corresponde a las teclas blancas del piano, suele identificarse con el anillo Z,. Esto
permite simplificar toda la gama de tonos representada por R (eje vertical en la Figura 3) usando
los anillos Z4, y Z-, utilizando el mas conveniente en cada situacion.

Por su caracter ciclico, el espacio de tonos y la escala diatonica suelen representarse sumergidos
en el circulo unitario como se muestra en la Figura 4.

Figura 4. El espacio de tonos (izquierda) y la escala diatonica (derecha)

Ahora, necesitamos construir las simetrias del espacio de la partitura (Figura 3) y de los espacios
de tonos (Figura 4), las cuales estan inspiradas en las transformaciones euclidianas y afines del
plano.

Dado un R-médulo® M sobre un anillo conmutativo® con unidad R, una simetria (afin) de M es
aquella de la forma T* o f, donde f es un R-automorfismo’ de M, x € M y

T**M —- M:a— a+ x.

La coleccion de todas las simetrias de M forman un grupo respecto a la composicion de
funciones.

En el caso del R-mddulo R?, es decir, cuando consideramos a R? como un espacio vectorial
sobre los reales, una simetria tiene la forma T®*¥) o f, donde f: R? — R? es una transformacion

lineal correspondiente a una matriz invertible (determinante no nulo) de tamafio 2 X 2. Estas

5 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 17).

6 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 1)

7 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 18). Un automorfismo es un isomorfismo de un médulo en si
mismo.

14



simetrias son precisamente las simetrias del espacio de la partitura. Al considerar todas las
simetrias de la forma T®Y) o f, donde f estd asociada a una matriz de rotaciéon (es decir,
ortogonal con determinante igual a uno), obtenemos el grupo de transformaciones euclidianas del
plano.

Por otro lado, si al anillo Z,, lo consideramos como un Z,-mddulo, entonces una simetria tipica
de Z,, suele denotarse T*b para x € Z, y b invertible en Z,, donde T*b se define por T*b(a) =
ba + x. En efecto, se puede probar que un R-automorfismo de un anillo R conmutativo
corresponde a multiplicar a izquierda por un elemento invertible del anillo. Las simetrias de Z,,
son una herramienta imprescindible en teoria matemdatica de la musica y constituyen una
simplificacion de las simetrias del espacio de la partitura.

Finalmente, un acorde triada es un subconjunto de Z;, con exactamente tres elementos. Los
acordes suelen dibujarse como triangulos cuyos vértices son los elementos del acorde, en el
espacio de tonos. En la Figura 5, observamos dos acordes basicos: Do mayor y La menor. Los
demas acordes mayores y menores pueden ser obtenidos por transposicion, es decir, aplicando
una simetria de Z;, de la forma T*.

Figura 5. Acorde de do mayor (izquierda) y acorde de la menor (derecha)

J. S. BACH: DE LA GEOMETRIA AFIN EN EL PLANO AL CONTRAPUNTO

Las transformaciones basicas del contrapunto, usadas por Bach, estan dadas por transformaciones
del plano en si mismo definidas como en la Figura 6.

15



a retrogrado
transposicion R(t,’clz) = (—t,a)« (t,a)
0, _
0 | TN (¢, a)= %ﬂ%ﬂ—-_ (t,a)
— (ta a -+ y) e 7
B 1 1
© ! (i,a)
' [ t @ < I(t, (L) =
inversién /2 —®—"(t,—a)
retrograda : "
TR(t,a) = (~t, —a) inversion
—— | a a
e e ——
después 3, ;‘j’
(,0) -
(t,a) = T (t,a) = (t + z,0) (t,a) — (2t,a) aumentacién
Figura 6. Las transformaciones basicas del contrapunto usadas por Bach

Todas las transformaciones en la Figura 6 son simetrias afines, tal como las definimos en la
seccion anterior. Podemos destacar que las simetrias de la derecha de la Figura 6, con excepcion
de la inversion retrograda, no son transformaciones euclidianas pues ellas involucran matrices

con determinante distinto de 1.

Un ejemplo de como podemos hacer musica a partir de estas simetrias es el No. 7 de los Catorce
Canones BWV 1087 de Bach. Todos los canones de esta obra estdn basados en las primeras ocho
notas del bajo del Aria de las Variaciones Goldberg del mismo autor.

n"*‘ — P | r_‘ —
i i T i L
I 1 I -i e 'j—‘
L Ad ®
L |
e . = = -
A N | I' i- ‘JI J | wat I IP
X | | I I = I P |

Figura 7. Canon 7: Canon simple sobre el sujeto. A tres voces.

En la Figura 7, encontramos el canon como fue escrito por Bach. En el pentagrama inferior,
encontramos el bajo fundamental (sujefo S) y, en el pentagrama superior, un contrapunto (C)
escrito por Bach. El canon debe resolverse a tres voces, donde la tercera voz (C') es obtenida por
inversion del contrapunto con respecto a la nota si en la escala {sol, la, si, do, re, mi, faft} de sol

16



mayor.® Si identificamos la escala de sol mayor con el anillo Z,, de tal manera que la nota si
corresponda al niimero 2, entonces esta inversion estd dada por la simetria T*(—1) de Z,. En la
Figura 8 apreciamos esta inversion.

/]

é"@ 4T ﬁﬂ PanpPLEP]

E=agEIe ety e

Figura 8. Inversion del contrapunto C con respecto a si (una octava arriba para facilitar la
visualizacion)

Una vez la tercera voz es obtenida (C’ en la Figura 8), ella debe comenzar justo donde esta puesto
el signo sobre la nota so/ del primer compas en la Figura 7. Esto implica el uso de una simetria
del tipo después (Figura 6).

El contrapunto C tiene la particularidad de que estéa escrito por disminucion e inversion del sujeto
S. Como se muestra en la Figura 9, las primeras ocho notas del contrapunto corresponden a la
disminucion del sujeto (un cuarto de la duracién original) y su posterior inversion. A partir de
esta construccion, se pueden obtener las ocho notas a partir del si en el tercer compas, por
transposicion en la escala de sol mayor, aplicando la simetria T2 de Z.

oY = 4 > T FRd

%
S
=
)]

.-l
i)
~
=
E

TZ —

Figura 9. Diagrama conmutativo del Canon 7, relacion entre las voces

Podemos apreciar el canon resultante en la Figura 10.

8 La alteracion do# en el segundo compés se trata como do para efectos de la inversion.

17



clie 1t S/ D e e P
- Rt LA EEEE
¢ "‘1' N g K v+’

£ 4 =

Q

3
i
.||L_
%
Iu‘_J

g |oEET—r

N

sl

A
TN
e
| 10N
|,
e
L 18NS

Figura 10. Realizacion del canon 7

Aun no hemos mencionado la simetria retrogrado. Aunque Bach no especifica su uso para este
canon, podemos aplicar esta simetria al canon perpetuo que se forma entre los compases 2 y 5. El
resultado es perfectamente licito: los intervalos entre voces se preservan (R es una isometria) y
los paralelismos entre voces son evitados,” de la misma manera que en el canon original.
Ademas, en los cdnones Nos. 1-4, Bach ya habia demostrado la viabilidad del retrogrado del
sujeto. Para obtener la pieza resultante, léase la Figura 10 de derecha a izquierda, siguiendo las
barras de repeticion.

MAZZOLA: DEL SISTEMA TONAL A LA CINTA DE MOBIUS

La armonia basica del sistema tonal se obtiene construyendo una triada a partir de cada nota de la
escala do mayor, como se muestra a continuacion:

11 117 A V VI

A I VII
9

% 8
%g_ 8 3 >

{do,mi,sol}{re, fa,la} {mi,sol,si} {fa,la,do}fsolsire} {la,domi}{si,refat

Figura 11. Triadas de la escala do mayor

Formalmente, la tonalidad do mayor (denotada por CM) es el conjunto formado por las triadas
111,111, ...,VII, las cuales llamamos grados de la tonalidad. Las demas tonalidades pueden ser
obtenidas transponiendo la situacion.

En armonia (Schoenberg, 2010, p. 39) es importante saber qué notas comparten dos grados de la
tonalidad y, especialmente, qué notas comparte un grado dado con los grados distinguidos /
(tonica), 1V (subdominante) y V (dominante). Estos tres acordes estdn relacionados con

% En efecto, los paralelismos son evitados en el contrapunto y la armonia clésicos. Una nueva oposicién respecto a la
geometria afin: lo que en ella se preserva, se evita en la musica.
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sensaciones de reposo, preparacion y tension, respectivamente, y constituyen la base del sistema
tonal.

Consideremos entonces la coleccion N(CM) de subconjuntos de CM con interseccion no vacia.
Podemos dibujar a N(CM) como un grafo cuyos vértices son los grados de CM, con una arista
por cada dos grados diferentes con interseccion no vacia y una cara triangular por cada tres
grados diferentes con interseccion no vacia, como en la Figura 12 (derecha). Al identificar las
lineas que unen V' y VII en este dibujo, obtenemos una cinta de Mobius (Figura 12, izquierda).

yaN

AN

e

&0

N

@

i Vil

Figura 12. La banda armoénica de Mazzola (Agustin y Lluis, 2011)

La obtencién de la banda armonica no es una mera curiosidad. En efecto, la no orientabilidad de
la cinta de Mobius (superficie de una cara) implica que no se pueda definir una funcién que a
cada grado de la tonalidad le asigne un valor de tonica, subdominante o dominante, segin la
teoria de Hugo Riemann (véase Mazzola et al., 2016, pp. 130-131).

EULER: LA RED DE TONOS

Mas allé de si una lista finita de acordes mayores y menores (progresion armonica) ocurre dentro
del ambito de la teoria tonal, podemos estudiarla mediante las notas que comparten acordes
sucesivos. La razon es que, entre mas notas compartan dos acordes, existe una tendencia a una
mayor sensacion de suavidad en los enlaces armoénicos (conduccion de voces).
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La red de tonos (Tonnetz) fue inventada por Euler' y puede construirse como sigue.!!
Consideremos el grafo cuyos vértices son los doce tonos, con una arista por cada intervalo de
tercera mayor, tercera menor o quinta justa entre tonos (diferencia de 3, 4 o 7 en Z,,
respectivamente), y una cara triangular por cada triada mayor o triada menor (recuérdense las
construcciones de la Figura 5). Estrictamente, la superficie obtenida es un toro, aunque suele
representarse proyectada sobre el plano (véase la Figura 13).

Figura 13. La red de tonos y sus tres operaciones fundamentales

Sobre los acordes (tridngulos) de la red de tonos podemos realizar tres operaciones
fundamentales, las cuales corresponden a las posibles maneras de enlazar dos triadas distintas
preservando dos notas. La operacion P asigna a todo acorde mayor el acorde menor que tiene la
misma nota fiundamental'* y viceversa. La operacion R asigna a todo acorde mayor el acorde
menor obtenido al sumar un tono (2 en Z;,) a la quinta'® del acorde original, y asigna a todo
acorde menor el acorde mayor obtenido al restar un tono a la fundamental del acorde original.
Finalmente, la operacion L asigna a todo acorde mayor el acorde menor obtenido al restar un
semitono (1 en Z;,) a la nota fundamental del acorde original, y asigna a todo acorde menor el
acorde mayor obtenido al sumar un semitono a la quinta del acorde original. En la Figura 13 se
observan estas operaciones aplicadas al acorde do mayor.

10 Véanse Mazzola et al. (2016, p. 18) y Andreatta (2014).

' Existen varias versiones de la red de tonos. Aqui, usaremos aquella en Andreatta (2014).
12 La nota fundamental del acorde do mayor (menor) es Do.

13 La quinta del acorde do mayor es sol (intervalo de quinta entre do y sol).
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La red de tonos es especialmente 1til para explicar progresiones armoénicas del romanticismo, en
las cuales la experimentacion armoénica se aparta de la tonalidad y se aprecian ciertos ciclos
formados con las operaciones fundamentales. A continuacidon veremos dos ejemplos musicales de
ciclos.

MUSICA DE LA RED DE TONOS

Como senala Cohn (1997), en el segundo movimiento de la Novena Sinfonia de Beethoven,
compases 143-176, podemos encontrar la progresion de 19 acordes obtenida a partir del acorde
Do mayor, aplicando las transformaciones R y L sucesivamente (véase la Figura 14). El ciclo
total recorre los 24 acordes de la red de tonos.

Figura 14. Fragmento del ciclo del segundo movimiento en la Novena Sinfonia de Beethoven

Por otro lado, la cancion “Shake The Disease”, de la banda Depeche Mode, es un ejemplo
sencillo e interesante de la utilidad de las operaciones P, L y R para explicar la unidad de algunas
progresiones armonicas en la musica pop. El coro de esta cancion estd formado por la progresion
de acordes

Re menor, Fa menor, Re b mayor, Si b mayor.

Esta progresion, como sefiala Capuzzo (2004), no se puede explicar bajo una logica tonal. Sin
embargo, ella tiene dos caracteristicas fundamentales: la nota fa pertenece a todas las triadas y
hay un movimiento del bajo por terceras. Esto sugiere un buen comportamiento en la conduccion
de voces y, por lo tanto, en la red de tonos. En efecto, como se muestra en la Figura 15, esta
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progresion es una abreviacion (elision) de un ciclo obtenido al aplicar las operaciones R, P y L,
sucesivamente, partiendo de la triada Re menor.

Figura 15. La progresion del coro de “Shake The Disease” como un ciclo abreviado

FINAL: PERSPECTIVAS GESTUALES Y CONCLUSIONES

En toda la discusion anterior, hemos obviado lo que quiza es el aspecto fundamental de la
musica: su realizacion en términos corporales. Sin embargo, las interpretaciones geométricas que
hemos hecho en contrapunto y armonia apuntan hacia la gestualidad. Todas las simetrias del
contrapunto de la Figura 6 pueden interpretarse en términos de gestos: transposicion y después
son gestos de trasladar con las manos; la inversion y el retrogrado corresponden a gestos de
rotacion espacial de 180 grados; y la aumentacion/disminucion es un gesto de
estiramiento/contraccion. En armonia, la banda arménica y la red de tonos fueron obtenidas
encarnando 'y configurando simplices abstractos en el espacio R3. Mas aun, los
acompaflamientos armoénicos fueron obtenidos mediante caminos en la red de tonos, los cuales
también corresponden a gestos humanos. Estas perspectivas gestuales son de ayuda en la
interpretacion musical para explicar a la audiencia conceptos abstractos subyacentes a las
composiciones musicales, que pueden ser dificilmente identificables al oido, para facilitar su
apreciacion. Por otro lado, el intérprete puede traducir esta gestualidad en su propio movimiento
corporal al ejecutar una pieza.

Los gestos, a su vez, tienen un modelo geométrico (balance interesante entre geometria y musica)
basado en la topologia y la teoria de categorias. Este modelo fue inicialmente formulado por
Mazzola y Andreatta (2007). Luego fue generalizado y unificado por Arias (2018), gracias a la
teoria de productos cotensoriales de funtores, dual de la teoria de productos cotensoriales de
funtores, los cudles son una base importante en la teoria de topos de Grothendieck.
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Finalmente, es importante resaltar las implicaciones para la creatividad musical y matematica de
nuestra dialéctica inicial geometrias/musica, en la cual, como ya observamos, se encuentran los
gestos y los grupos como mediadores. Por un lado, gracias a las simetrias podemos variar los
objetos musicales para crear nuevos, como en el retrogrado del Canon No. 7 de Bach o en los
ciclos de la red de tonos. Por otro lado, los hechos musicales, como la tonalidad, la conducciéon
de voces y la gestualidad son inspiracioén para crear o recrear nociones matematicas como la
geometria afin, la cinta de Mobius, el toro y la teoria de productos cotensoriales de funtores.
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EL NAUTILUS, REFERENTE DEL CRECIMIENTO GNOMONICO CORDOBES

José R. Galo Sanchez

Red Educativa Digital Descartes
galosanchezjr@gmail.com

La seccion de la concha del Nautilus pompilius muestra la concomitancia entre una
belleza natural y una belleza matematica y, por ello, puede plantearse como ejemplo
paradigmatico de la intima coexistencia del mundo matematico virtual y de la yocto-
yotta realidad. Pero, en el supuesto hipertinel que unifica ambos mundos, se pueden
producir deformaciones en las que el referente de la beldad perfecta, la idolatrada y
ubicua proporcion durea o divina, queda transfigurada en la menos conocida
proporcion cordobesa o humana. Aqui le mostramos que el crecimiento gnomodnico
de la concha del Nautilus no sigue el idealizado canon dureo que usualmente se le
atribuye, sino que tiene como referente el canon cordobés. La belleza divina versus la
belleza humana.

EL NAUTILUS POMPILIUS

El protagonista directo de este trabajo, al menos de manera preferente, es el Nautilus pompilius y
en concreto su concha. Como todo ser vivo: nace, crece, se reproduce y muere, y en su devenir
vital va escribiendo un cuaderno de bitdcora que refleja y muestra en su concha exterior; pero
mediante una radiografia o, mejor aun, al realizar una seccion de esa concha es cuando nos
encontramos con otra bitdcora secreta que incrementa ain mas su belleza, una gran belleza
geométrica al servicio de sus necesidades vitales (Figuras 1 y 2).

(Es la naturaleza matematica o somos nosotros los que matematizamos la naturaleza?
Independientemente de cudl fuera la alternativa cierta —si alguna lo es, o si no lo fuera ninguna
de ellas, o si lo son ambas—, lo que si parece obvio es que basta observar nuestro entorno para
reconocer atractivas formas naturales y asimilarlas a modelos matematicos que reciprocamente se
mimetizan, estableciendo un hipertinel entre la concrecion y la abstraccion, entre el mundo real y
el virtual. Una proyeccion sobre nuestra yocto-yotta realidad'® del mundo matematico o

14 En longitud, el orden de magnitud de aquello que es fisicamente apreciable o medible en nuestro entorno se ubica
actualmente en el rango determinado por el intervalo [10-°, 10%°] metros, es decir, desde la longitud de Planck al
tamafio del universo observable. Pero en el Sistema Internacional el rango de prefijos para multiplos y divisores se

sitGia en el intervalo [yocto-yotta], es decir, [102*, 10?%], y de ahi surge nuestra denominacién de yocto-yotta realidad.

Galo, J. (2019). El Nautilus, referente del crecimiento gnomonico cordobés. En C. Samper y L. Camargo (Eds.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 25-32). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



“continuo virtual”. Una muestra explicita de como las matematicas pueden servir de base a la
concrecion de la belleza y, a su vez, como la belleza se plasma en las propias matematicas.

Figura 1. Nautilus pompilius. Figura 2. Seccion de la concha del
Fuente: Nautilus
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nautilus_ pom | Fuente:
pilius.jpg http://www.imagexia.com/concha-de-
nautilus/

La concha del Nautilus tiene un crecimiento discoidal y su seccion transversal tiene forma de una
espiral. En ella podemos contabilizar el niimero de ciclos o verticilos. La parte que presenta
camaras es llamada fragmocono y los tabiques que conforman las camaras se denominan septos,
los cuales se intersecan con la pared del fragmocono en la sutura. El sifunculo une las camaras
del fragmocono y fisiologicamente es el encargado de vaciar de agua esas camaras y llenarlas de
gas proporcionando un dispositivo de flotacion que facilita que pueda desplazarse nadando.
Como es tejido orgénico, el sifinculo rara vez se conserva; sin embargo, si suelen observarse los
agujeros o cuellos septales por donde pasa. La cAmara mas externa es su camara habitacional.

Usualmente se difunde que la espiral de la concha del Nautilus es una espiral aurea. Quizas, la
turbacion que genera la observacion de tanta perfeccion puede generar la sublimacion y
transportar lo observado al canén aureo de belleza que se basa en la extrema y media razéon
destacada inicialmente por Euclides y posteriormente potenciada en el Renacimiento por Luca
Paccioli, el cual la ascendio6 al &mbito de la deidad al denominarla como proporcion divina y para
Leonardo da Vinci fue la proporcidon durea. Pero realmente esa espiral es mas humana, es una
espiral cordobesa.

Adicionalmente, podemos intuir su crecimiento autosemejante mediante la adicion de cédmaras,
un crecimiento gnomonico que veremos también ha de calificarse propiamente como “cordobés”.
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LLAS PROPORCIONES

Aldo Mieli en el prologo de la edicion de 1959 de La divina proporcion (Pacioli, 1959) atribuye a
Luca Pacioli la afirmacion de que Platon y Euclides “sabian perfectamente que ninguna cosa se
puede conocer en la naturaleza sin la proporcion y que el objeto de todos los estudios consiste en
buscar las relaciones de una cosa con la otra” (p. 25). Y Pacioli al titular su libro de esa manera
lo que hace es establecer como proporcion excelsa la que fue introducida por Euclides en el libro
VI de los Elementos como “extrema y media razén”; si bien, siguiendo el ordinal de cada libro,
previamente aparece en la proposicion duodécima del libro IV —en la construccion de un
pentagono regular donde la razén 4urea es la que acontece entre su diagonal y su lado—, y en la
proposicion undécima del libro II —en la que se construye el tridngulo sublime'® y donde la
proporcion dorada es la razén entre el radio y el lado del decagono regular—. Ciertamente la
proporcion divina parece que comienza a ser omnipresente.

Da Vinci construye el canon de belleza dureo cuando dibuja su interpretaciéon del hombre de
Vitrubio. En ¢€l, la razén entre la medida desde los pies al ombligo y desde este a la cabeza es la
proporcion aurea o también armonica, pues el hombre, como centro de la creacion, se configura
como el canon de la divina armonia. En esa relacion umbilical incide Durero y en el siglo XX Le
Corbusier en su Modulor. Asi, la belleza queda ligada a la proporcion, puede ser esquematizada
mediante rectangulos y también asociada a poligonos regulares (Figura 3).

LAS PROPORCIONES ASOCIADAS A POLIGONOS REGULARES Y SUS CANONES DE BELLEZA

Entre las infinitas proporciones posibles podemos destacar una infinidad numerable de ellas si
atendemos a los diferentes poligonos regulares y a las razones existentes entre sus respectivos
radios y lados. Si queremos realizar analogias al planteamiento davinciano de establecer canones
de belleza, podemos observar que la razon de proporcionalidad entre el radio y el lado en un
poligono regular aumenta con el numero de lados y para el poligono de doce lados es cercana a
dos. Asi, a partir de ese nimero de lados, su aplicacion al canon de belleza humana comienza a
ubicarse en un ambito mas calificable como de desproporcion. Si nos restringimos a este rango de
valores aceptables, es decir poligonos cuyo nlimero de lados esta entre tres y once, al ubicarnos
en el ambito euclidiano de construccion con regla y compas también ha de excluirse el
heptagono, el eneagono y el endecagono. Nos queda la secuencia 3, 4, 5, 6, 8, 10 que conducen,

. . . .. , ,5—\@ .
respectivamente a las proporciones: V3 o vesica piscis, V2 o raiz de dos, —, _queno tiene un

15 Triangulo isésceles de angulos 36°, 72° y 72° que puede dividirse de manera autosemejante mediante la proporcion

aurea y que coincide con cada uno de los diez triangulos iguales en los que puede dividirse un decagono regular.
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nombre especifico al verse opacada por la relacion entre la diagonal y el lado del pentdgono que

, 1 1+V/5
es la aurea, 1 o cuadrada, ¢ = i o cordobesa,'® ¢ = —, 0 durea.

G et c G

B iz

Figura 3. La proporcion durea CE:EB en el hombre de Vitrubio; rectdngulo aureo CEFG;
tridngulo sublime E’FG’ y en la razon entre el radio y lado del decagono regular FG’:FE’.
Fuente: adaptada a partir de
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Da Vinci_ Vitruve Luc Viatour.jpg

EL CRECIMIENTO GNOMONICO ARISTOTELICO

Aristoteles establecio el concepto de crecimiento gnomoénico cuando decia: “Hay ciertas cosas
que cuando crecen no sufren alteracion salvo en magnitud” y defini6 el gnomon como toda figura
cuya yuxtaposicion a otra dada produce una resultante que es semejante a la inicial (Sachs, 1995).
Este crecimiento gnomonico puede presentarse bien de manera continua o bien de forma discreta.
En el Nautilus (Figura 2) puede verse el primero en el crecimiento de la concha y el segundo en

la construccion de los septos que conforman las camaras.

LA ESPIRAL LOGARITMICA AUREA Y LA CORDOBESA

En el recurso El grillo y la espiral logaritmica (Galo, Cabezudo y Fernandez, 2016a) se sintetiza
la construccion dindmica de la denominada espiral logaritmica r = a b®,a € R,b € R*- o
también equiangular, geométrica o como Bernouilli la denomindé mas poéticamente: spira
mirabilis o espiral maravillosa, y desglosamos detalladamente sus propiedades. Por el caracter

Vs
equiangular, fijado un punto M de ella, esta puede inscribirse en un rectangulo de proporcion bz
quiangu i p p gu prop

16 Proporcidn sin nombre especifico hasta que fue nombrada asi por Rafael de la Hoz (de la Hoz, 1973), también
denominada por él como proporciéon humana.
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(Figura 4) y como consecuencia diremos que la espiral es durea cuando este rectangulo es aureo
2 2

(b = &= = 1,3584 ...) y cordobesa cuando el rectangulo es cordobés (b = ¢= = 1,1855 ...). El
factor de crecimiento respectivo ( b?™) es 6,854... y2,914...

Figura 4. Rectangulo circunscrito a una Figura 5. Crecimiento gnomonico de paso
espiral logaritmica. 2m/nconn = 16.

Fuente: Elaboracion propia. Fuente: Elaboracion propia.

La region plana delimitada por toda espiral logaritmica puede aproximarse mediante el

crecimiento gnomonico discreto de hexdgonos construidos en base a los rectdngulos circunscritos
. 21 . . ..

asociados a ella de paso — (Figura 5) y cuando n — oo, es decir, cuando el crecimiento es

instantaneo el factor de crecimiento es la unidad (Eadem mutato resurgo).

MODELACION DEL NAUTILUS POMPILIUS

En un reconocimiento visual de la seccion de la concha del Nautilus se observa que las cadmaras
ocupan aproximadamente dos verticilos y medio y la cdmara habitacional un sector de amplitud
3n/4 (Figuras 6 y 7). En el primer verticilo se contabilizan ocho camaras, dieciséis en el segundo
y ocho en la siguiente mitad. Utilizando una escena interactiva desarrollada con la herramienta
Descartes (Galo, Cabezudo y Fernandez, 2016b; RED Descartes, 2012) en la que podemos dibujar
diferentes espirales logaritmicas, superponiéndolas con la imagen podemos seleccionar aquella
que mejor se ajusta’’.

17 E1 procedimiento tradicional se basa en mediciones que pueden catalogarse como locales, mientras que el uso de la
escena es global al ser un ajuste comparativo entre dos curvas, una la correspondiente a la seccion de la concha y otra
la aportada por la escena.
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Figura 6. Nautilus pompilius Figura 7. Seccion de la concha del

Fuente: adaptada a partir de Nautilus
http://www.imagexia.com/concha-de-nautilus/ Fuente: adaptada a partir de
http://www.imagexia.com/concha-de-
nautilus/

Hay una tendencia a tratar de asociar o encontrar en todo aquello que es bello la proporcion
divina y ello, como no, ha acontecido con el Nautilus si bien sin éxito (Figura 8) porque como se
dice coloquialmente “la realidad es tozuda”. La proporcidn por la que se rige el Nautilus (Figura
9) se observa que es la denominada proporcion cordobesa o humana'®. Y no solo el perfil de esta
concha sigue el patrén de la espiral logaritmica cordobesa, sino que todo su interior, el sifunculo
y los septos siguen el mismo patrén de crecimiento humano-cordobés (Figuras 10 y 11). Asi, la
empecinada esperanza de encontrar el ideal de belleza divino se ve trastocada y lo que aparece es
el ideal de belleza humano en nuestra “yocto-yotta realidad”.

4
Varia el valor de b'sara ajustar la concha E Varia el valor de b para ajustar la concha Espiral logaritmica cordobesa

b@tr—[ﬁﬂi“@‘ b@'_,»usﬂ@ 0 ‘

Figura 8. Ajuste por una espiral logaritmica | Figura 9. Ajuste por una espiral logaritmica
aurea o divina cordobesa o humana
Fuente: adaptada a partir de Fuente: adaptada a partir de

18 Hay que sefialar que Mosely (1813) asigna a la espiral del Nautilus un factor de crecimiento aproximado de 3,
segun lo referencia Thompson (1945). Este factor difiere bastante del correspondiente a la espiral durea que es
6,854... y sin embargo esta muy proximo al factor de la espiral cordobesa que como se ha sefialado es 2,914....
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http://www.imagexia.com/concha-de- http://www.imagexia.com/concha-de-
nautilus/ nautilus/

En general, todo punto del interior de la concha del Nautilus es la interseccion de dos espirales
cordobesas: una “longitudinal” y otra “transversal” (como parte de un septo o de un arco
semejante).

[4)»

n
516

Crecimiento gnoménice discrefo de paso

Figura 10. Aproximacion de las camaras e Figura 11. Ajuste de los septos por una
interior con familias de espirales cordobesas. espiral logaritmica cordobesa.
Fuente: adaptada a partir de Fuente: adaptada a partir de
http://www.imagexia.com/concha-de- http://www.imagexia.com/concha-de-
nautilus/ nautilus/

Y como todo ha de ser consecuencia de una causa fijarse en la amplitud angular de los septos es
algo significativo porque nos aporta informacion acerca de cudl seria la base inicial tedrica del
fragmacono, y en relacion a ella se establece el modelo de crecimiento de la concha y de los

septos. Su andlisis (Figura 12) conduce a que ABE =Z2=2% &5 el valor del angulo de
8 16

crecimiento gnomonico discreto interseptos y que coincide con el angulo del gnomon del
triangulo cordobés (Figura 13); y ACB = BEA = %ﬂ es la amplitud del arco de espiral cordobesa

que determina cada septo. En ese sentido, el tridngulo cordobés y su gnomon se configuran como
la base del crecimiento del Nautilus, su germen y la razén primigenia de su forma y crecimiento
cordobés.

Ciertamente la belleza nautilica se configura como un referente del crecimiento gnomonico
cordobés.
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Figura 12. Base tedrica del crecimiento Figura 13. Triangulo cordobés (naranja) y
cordobés del fragmacono su gnomon discreto (amarillo).
Fuente: adaptada a partir de Fuente: Elaboracién propia.
http://www.imagexia.com/concha-de-
nautilus/
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En el grupo EDUMAT-UIS, estamos investigando el potencial del software de
geometria dinamica para desarrollar conocimiento matematico, a la luz de la Teoria
de las Situaciones Didacticas (TSD). Particularmente el software DGPad usado como
medio, ofrece la posibilidad de programar retroacciones didacticas, que a priori,
constituyen actos de devolucion automatizados. Esto permite darle una configuracion
determinada al medio para obtener un modelo que favorezca la interaccion adidactica
y por ende el desarrollo de aprendizaje por adaptacion. Como resultado, presentamos
una ingenieria didactica desarrollada con DGPad, con la cual ilustramos coémo
algunas retroacciones didacticas programadas constituyen actos de devolucion.

INTRODUCCION

La principal caracteristica de los programas de geometria dindmica es la posibilidad de arrastrar
los objetos directamente con el raton, respondiendo a la teoria matematica; a estas respuestas las
llamamos retroacciones matematicas. DGPad es un programa de geometria dindmica que ha
incorporado la posibilidad de programar otro tipo de respuestas que no corresponden a
propiedades matematicas (por ejemplo, bloquear, ocultar, mostrar y mover objetos; esto
dependiendo de las acciones que se lleven a cabo durante la interaccion), permitiendo diversificar
la interaccion del alumno con el programa. A estas respuestas las llamamos retroacciones
didacticas, en el marco de la TSD, considerando DGPad como medio material (Pérez, Fiallo y
Acosta, 2017).

Atendiendo a la pregunta: ;Cudl es el rol de las retroacciones didacticas en el disefio de
situaciones adidacticas? la TSD nos permitio identificar cuatro roles, con el objetivo de producir
aprendizaje por adaptacion: gestion y articulacion de las tareas, automatizacion de actos de
devolucion, promocion del proceso de validacion y explicitacion o destacamiento de propiedades
que no son facilmente perceptibles (Pérez et al., 2017). En esta conferencia hacemos énfasis en la
automatizacion de actos de devolucion, ilustrando este rol de las retroacciones didacticas,

mediante una ingenieria didactica disefiada en DGPad.

Pérez, L., Chacon, M., Galeano, A. y Hernandez, G. (2019). Automatizacion de actos de devolucion a través de
retroacciones didacticas mediante DGPad. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 33-37). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.
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TEORIA DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS

Esta teoria se construye sobre el concepto de aprendizaje por adaptacion y postula que un
individuo aprende adaptandose a las condiciones de su entorno. Brousseau retomé este
planteamiento para adaptarlo a la ensefianza de las matematicas. Como resultado propone que un
sujeto aprende adaptandose a un medio que responde a sus acciones de manera autbnoma y
siguiendo ciertas reglas. Tal aprendizaje, consecuencia de la interaccion del sujeto con el medio,
se manifiesta en el refuerzo o abandono de sus acciones.

Asumimos como supuesto que el aprendizaje se logra por medio de una adaptacion del sujeto que
aprende al medio creado por esta situacion, haya o no intervenciéon de un docente en el transcurso del
proceso. Los conocimientos se manifiestan esencialmente como instrumentos de control de las

situaciones. (Brousseau, 2007, p. 18).

Podemos describir la interaccion del sujeto con el medio de la siguiente manera: 1) El sujeto,
motivado por una necesidad o deseo personal, tiene una intencidon u objetivo; para lograrlo realiza
acciones que inciden en el medio. 2) El medio reacciona siguiendo ciertas reglas, es decir no es
cuestion de azar sino una consecuencia natural de las acciones del sujeto, proporcionando
respuestas llamadas retroacciones. 3) El sujeto hace una interpretacion de la respuesta del medio
y decide la validez de su accién, en términos de si logré o no el objetivo. Este hecho se conoce
como validacion.

Situacion didactica y adidactica

Las situaciones adidécticas, que son las de nuestro principal interés, son definidas por Brousseau
(2007, p. 31) de la siguiente manera:

Los problemas, elegidos de modo tal que el alumno pueda aceptarlos, deben lograr, por su propio
movimiento, que actue, hable, reflexione y evolucione. Entre el momento en que el alumno acepta el
problema como suyo y aquel en que produce su respuesta, el profesor se rehiisa a intervenir en calidad
de oferente de los conocimientos que quiere ver aparecer... el alumno no habra adquirido
verdaderamente este conocimiento hasta no ser capaz de utilizarlo en situaciones que encuentre fuera
de todo contexto de enseflanza y en ausencia de cualquier indicacién intencional. Tal situacion es

llamada situacion adidactica.

Dicho de otro modo, una situacion es adidactica si propicia el aprendizaje por adaptacion. Ahora,
una situacion didactica en la TSD se define como una situacion de clase, entre un profesor y uno o
mas alumnos en relacion con un saber que se ensefia (Brousseau, 2007).

Margolinas (2009) sugiere que una parte de una situacion didactica debe ser vivida como
situacion adidactica, y esta a su vez debe darse durante todo el proceso de ensefianza, puesto que
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se espera que los alumnos resuelvan los problemas como matematicos y no en términos del
contrato didactico.

Medio didactico

El medio es muy importante en el aprendizaje por adaptacion puesto que determina tanto las
acciones que puede realizar el estudiante como las retroacciones que se pueden ofrecer; por lo
tanto el medio es determinante para la interpretacion y la validacion. Brousseau lo caracteriza de
la siguiente manera:

...son los comportamientos de los alumnos los que revelan el funcionamiento del medio, considerado
como un sistema. Lo que se necesita modelizar, pues, es el medio. Asi, un problema o un ejercicio no
pueden considerarse como una simple reformulacién de un saber, sino como un dispositivo, como un

medio que "responde al sujeto"” siguiendo algunas reglas. (Brousseau, 2007, p.15).

Entonces el medio es un sistema auténomo, modelizado con el fin de lograr objetivos de
aprendizaje. Para que la interaccion del alumno con tal medio sea adidactica, Brousseau
considera indispensable que el alumno reconozca en €l una existencia tanto objetiva como
material: objetiva en tanto ente autobnomo independiente de la intencion del profesor; y material

teniendo en cuenta que el alumno debe interactuar con ¢l mediante acciones.

Por lo tanto, consideramos que el potencial de un medio yace en la posibilidad que tienen los
alumnos para realizar acciones en ¢él, las restricciones que este ofrece a ciertas acciones, y sus
posibles retroacciones. En efecto, estas tltimas deben ser reconocibles e interpretables por el
alumno, teniendo en cuenta que “una condicidn necesaria para que una situacion permita un
juego adidactico es que incluya un medio que permita una fase de validacion” (Margolinas, 2009,
p. 43).

DGPad como medio didactico

Teniendo en cuenta los elementos de la teoria expuestos anteriormente, consideramos DGPad
como un medio material con el cual interactian los alumnos para desarrollar aprendizaje por
adaptacion y definimos dos tipos de retroacciones: las retroacciones matemadticas y las
retroacciones didacticas. Las primeras corresponden a respuestas naturales del programa que
obedecen a la teoria matematica, pero sin ningin tipo de intencioén didactica, mientras que las
retroacciones didéacticas son aquellas que permite programar el software, para modelar y
gestionar el medio, sin contradecir de ninguna manera la teoria matematica. Las retroacciones
matematicas se manifiestan en la pantalla como fendmenos visuales, por ejemplo al arrastrar un
tridngulo otro se mueve de manera que conserva la relacion de simetria con el anterior, y por lo
tanto se mantienen también las propiedades que esta relacion implica (caracteristica principal de
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la geometria dindmica). Por otra parte, las retroacciones didacticas pueden manifestarse por la
imposibilidad o restriccion de acciones, también por una respuesta programada en funcion de las
acciones del alumno.

METODOLOGIA: INGENIERIA DIDACTICA

Artigue caracteriza la ingenieria didactica como “un esquema experimental basado en las
‘realizaciones didacticas’ en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacidon, observacion y
analisis de secuencias de ensefianza” (1995, p.36) asociada principalmente a una validacion por
estudio de casos y basada en la confrontacion de un analisis a priori y un analisis a posteriori de
tales secuencias. Este proceso estd delimitado por cuatro fases: analisis preliminar, andlisis a
priori, experimentacién, y por ultimo el andlisis a posteriori. Veamos en qué consisten las
diferentes etapas de esta metodologia.

Analisis preliminar

Artigue (1995) distingue tres dimensiones desde las cuales se debe realizar el andlisis preliminar:
epistemolodgica, cognitiva y didactica. Estan asociadas respectivamente a las caracteristicas del
saber en juego, las caracteristicas cognitivas del publico al cual se dirige la ensefianza y a las
caracteristicas del funcionamiento del sistema de ensefianza. Esta etapa, cefiida a los objetivos del
trabajo, permite determinar las variables que se pondran en juego en la investigacion, asi como
sus posibilidades y restricciones.

Analisis a priori

Esta etapa —caracterizada especialmente por la intervencion del investigador sobre algunas
variables en juego y por la organizacién de una secuencia didactica—, busca “precisar las
posibilidades que se han seleccionado, los valores de las variables didacticas que se producen
como consecuencia de esta seleccion y el sentido que pueden tomar los comportamientos
previstos teniendo en cuenta estos valores” (Artigue, 1995, p. 12). El analisis a priori estd basado
fundamentalmente en un conjunto de hipotesis y comprende una parte descriptiva y otra
predictiva, centradas en las caracteristicas de una o mas situaciones adidacticas que pretenden
disenarse para llevar a los alumnos. Por lo tanto, en esta fase de la metodologia se analiza “lo que
estd en juego en esta situacion para un estudiante en funcion de las posibilidades de accion, de
seleccion, de decision, de control y de validacion de las que €l dispone” (Artigue, 1995, p. 45).
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Experimentacion

La experimentacion concierne a la puesta en escena de las situaciones adidacticas disefiadas, y la
observacion de las producciones de los alumnos durante el desarrollo de las mismas, mediante el
estudio de casos.

Analisis a posteriori

Es esta la fase en la que “el andlisis a priori se compara con la realizacion efectiva y se busca lo
que rechaza o confirma las hipdtesis sobre las cuales estaba basado” (Artigue, 1995, p. 12). Es
decir en esta etapa se analizan los datos tomados en la fase de experimentacion en términos del
analisis a priori. La confrontacion entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori es entonces lo
que constituye la validacion de la ingenieria didactica y determina los resultados de investigacion
(Artigue, 1995).

AVANCES

Uno de nuestros principales propdsitos es describir, desde la TSD, el rol de las retroacciones
didacticas en el disefio de situaciones, con el objetivo de producir aprendizaje por adaptacion. En
esta conferencia mostramos el potencial que las retroacciones didéacticas tienen para la
automatizacion de actos de devolucion y el efecto que tienen en el aprendizaje de los alumnos
cuando interactiian con las situaciones disefiadas.

Sugerimos seguir indagando sobre el rol de las retroacciones en el disefio de situaciones
adidacticas, de modo que se puedan obtener mas resultados que ratifiquen o modifiquen las
propuestas de este trabajo.
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CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO ISOSCELES DADO EL PERIMETRO Y LA
ALTURA RELATIVA A LA BASE: UNA OPORTUNIDAD CONICA

Oscar Fernando Soto
Universidad de Naririo
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El problema que estudia este articulo se ufana, sin duda, de clasificarse en la
categoria de gran problema, pues teniendo infinitas soluciones, osa de que elementos
geométricos como la recta, circunferencia, parabola, elipse e hipérbola se adopten
como instrumentos de la solucion, a través de soluciones sencillas, claras, precisas y
creativas, en las que se ve el rol principal del concepto de mediatriz. Se presenta una
solucion por cada uno de los instrumentos o curvas mencionadas. Aunque para los
casos de la recta, parabola y circunferencia, parece que existe una unica solucion, no
se aborda el problema de unicidad, pues tal demostracion, esta fuera del objetivo del
articulo. En la construccién final, se advierte la forma en que infinitas hipérbolas y
elipses resuelven el problema.

ELEMENTOS INICIALES

Resolver un problema en el modelo euclideo implica la utilizacion de la regla y el compas a la
usanza clasica. Pero, con otras libertades, se pueden combinar métodos y atacar el problema, por
ejemplo, usando las conicas como instrumentos de trabajo, es decir, como herramientas fisicas
que viabilizan la solucion. Ello no asegurar que, por usar estas curvas, la solucion al problema sea
mas facil o se cargue de trampa o truco.

De hecho, al usar diferentes estrategias y herramientas, hay mayor riqueza y goce estético con la
posibilidad de contemplar la belleza infinita de la matematica en la construccion de su conceptos
y teorias. Ademas, si el problema no se puede resolver con regla y compés (plan A), al haber
otros caminos, aparecen planes B, C D, etc., que enriquecen, de manera heuristica, el mismo
planteamiento del problema.

Soto, O. (2019). Construccion de un triangulo isoésceles dado el perimetro y la altura relativa a la base: una
oportunidad conica. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 39-48).
Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.
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TRIANGULO ISOSCELES

AT y AT’ laterales
TT' base

Figura 1. Triangulo is6sceles

El problema consiste en construir un triangulo isésceles, si se conoce su perimetro y la medida de
la altura desde el vértice comun a los lados congruentes.

Para todas las construcciones que se exponen a continuacion, se tiene en cuenta que PQes el
perimetro, B es el punto medio del PQ y el AB es la altura del tridngulo a construir, como se

indica en la Figura 2. Se debe tener en cuenta que, para realizar la construccidn, se debe cumplir
la condicion, AB < g.

Construccion 1. Usando la mediatriz

A Altura

P Q

T'M Perimetro

Figura 2. Mediatriz

Se traza el AQy luego su mediatriz, que corta al PQ en T. Con centro en Ay radio ATse traza una
circunferencia que corta al PQ en T'. El AT'TA es el triangulo pedido. El tridngulo es isosceles
por construccion. Ahora, TA = TQ por ser T un punto de la mediatriz. Se tiene que:

p=TT'+TA+ AT' = 2BT + 2TA ="(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ
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Construccion 2. Usando el circuncentro

A Altura /

P Q

T B T Perimetro
R
M

Figura 3. Circuncentro

Se traza por Q la recta n L PQy se toma, en la recta n, el punto movil M. Se considera el
AMAQ vy se determina su circuncentro R. Cuando el punto M se mueve por la recta n, el
circuncentro genera un lugar geométrico, en este caso la recta m, que corta al PQ en T. Con
centro A y radio AT, se traza una circunferencia cuya interseccion con el PQ es T'.

El triangulo AT AT 'es is6sceles por construccion. Como T es circuncentro, se tiene TA = TQ.
p=TT'+TA+ AT' = 2BT + 2TA = 2(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ

Construccion 3. Usando la elipse

Figura 4. Elipse
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Con centro en By radio BP se traza una circunferencia. En ella, se toma un punto movil M, se
traza el AM, el BM y la mediatriz m del AM. Sea S el corte de m con el BM. SM = SA, ya que
SEm.BM =BQ =s = g, por construccion. BM = BS + SM = BS + SA, reemplazando a SM
por SA. BS + SA = 5,5 € m,en donde A y B son puntos fijos y S es un punto movil. Al moverse
M, s es constante. Lo anterior significa que S describe una elipse con focos A y B, y eje focal de
longitud BQ. Ellacortaal PQenT y T'.

El AT'TA es el triangulo pedido. BT = BT' por simetria de la elipse. Como AB 1 PQ, entonces
£TBA = £T'BA. El1 AB es lado comun del ATBA y del AT'BA. Entonces, ATBA = AT'BA vy, por
ende, AT = AT'. Cuando M = Q, se tiene TA = TQ. Asi,

p =TT’ +TA+ AT’ = 2BT + 2TA = 2(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ

Construccion 4. Usando la parabola

m
A Altura

Tl'\ ) ﬂ Perimetro

Figura 5. Parabola

Por Q se traza la recta | L PQ, se toma M € I,y por M se traza n L . Se traza el AM y su
mediatriz m que corta a n en el punto R. RA = RM, ya que R € m. RM L [, por construccion.

El punto A es fijo y la recta [ es fija. Entonces R es un punto de la parabola con foco en A y
directriz [, que se genera cuando el punto M se mueve a lo largo de la recta L. La parabola corta al
PQ en T. Con centro A y radio AT, se traza una circunferencia que corta al PQ en T".

El tridngulo solicitado es AATT'. Es is6sceles por construccion. TA = TQ por ser T punto de la
parabola. Se cumple que

p=TT +TA+ AT' = 2BT + 2TA = 2(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ
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Construccion 5. Usando la hipérbola

Figura 6. Hipérbola

Se traza la circunferencia con centro B y radio BA que corta al PQ en R por cumplirse que AB <
g. Se traza la circunferencia de centro R y radio RQ. En esta circunferencia, se toma un punto

movil M y se traza la recta n, n = MR. Se traza el AM y su mediatriz m que corta a n en X.
XA =XM, yaque X €Em. XM = XR+ RM,ya que X,R y M son colineales. XM — XR = RM.
Por tanto, XA — XR = RM, ya que XM = XA. RM es constante.

Lo anterior significa que X es un punto de la hipérbola de focos A y R, y eje real de medida RM.
X es un punto moévil cuando M se mueve sobre la circunferencia de centro R y genera la
hipérbola que cortaa PQ enT.

Con centro A y radio AT, se traza una circunferencia que corta al PQ en T'. El tridngulo
solicitado es AATT'. Es isosceles por construccion. Como T es un punto de la hipérbola, se tiene
TA—TR =RM = RQ,dedénde TA = TR + RQ = TQ. De nuevo,

p =TT’ +TA+ AT’ = 2BT + 2TA = 2(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ
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Construccion 6. Usando la circunferencia

Altura
A

P Q

T B T Perimetro

Figura 7. Circunferencia

Sea M el punto medio de AQ. Se traza la circunferencia que pasa por los puntos 4,By M que
corta al PQ en T. Con centro A y radio AT se traza una circunferencia que corta al PQ en T".

El tridngulo solicitado es AATT’, que es isdsceles por construccion. Se traza el AT. Se sabe que
m<ABT = mAMT.Pero m£ABT = 90°,de donde mAMT = 180°.Esto significa que AT es
diametro de la circunferencia. Sea C el centro de la misma; se traza el CM. Entonces, se cumple
que CM || TQ lo que implica que ATQA~ACMA. Por lo tanto, se puede establecer la proporcion
TQ _CM

— = 1,de donde TQ = TA. De nuevo, se tiene que
TA  CA

p=TT +TA+ AT' = 2BT + 2TA = 2(BT + TA) = 2(BT + TQ) = 2BQ = PQ
Construccion 7. Caso especial

Supongamos que usando cualquier método anterior se halld el tridangulo isosceles AATT'. Se
toma un punto movil O € PQ. Con centro O y radio 0Q, se traza una circunferencia y en ella se
toma el punto movil M que se desplaza por la circunferencia.

Si O esté a la derecha de T, se traza la mediatriz m del AQ y la MO que corta a la mediatriz en el
punto X. En este momento, tenemos la construccion 5 que usa la hipérbola y la demostracion es
la misma. Hay que anotar que al mover el punto O, se va generando una familia de hipérbolas.
Cuando 0 - T* (O tiende a T por la derecha), la hipérbola se degenera en dos rayos (ﬁ —
AT) U{A T}
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Altura

Figura 8. El punto O esta a la derechade T

Si O coincide con @, la hipérbola se degenera en una recta, precisamente en la mediatriz m que
corresponde al primer caso.

Altura . A

m

Figura 9. El punto O coincide con Q

Si O estd a la izquierda de T, se presenta un caso similar a la construccion que uso la elipse, y la
demostraciéon es la misma. Hay que anotar que al mover el punto O se va generando una familia
de elipses. Cuando O — T~ (O tiende a T por la izquierda), la elipse se degenera en el AT.
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Perimetro

T o B /

Figura 10. El punto O esté a la izquierda de T

Construccion en el plano cartesiano

Se puede construir el PQ sobre el eje de las x, de manera que el punto medio B coincida con el
origen de los ejes. Se coloca la altura sobre el eje y. De esta manera se puede identificar
claramente la ecuacion en coordenadas cartesianas de la conica que entra en juego en la
construccion.

Se da el ejemplo para el caso especial de la construccién donde la hipérbola es protagonista del
momento matematico.

v+ 0,54y +325x+0,82y-10=0

x2-10y2+0,32=0

o M

Figura 11. Plano cartesiano: hipérbola
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En primera instancia, se muestra la ecuacion completa de segundo grado. Pero se puede avanzar
mas, estableciendo la ecuacion en los nuevos ejes: la AO y la mediatriz del AO. Asi, la ecuacion
se presenta simplificada a la méxima expresion.

Figura 12. Plano cartesiano: elipse

REFLEXIONES

Queda la pregunta si es posible, utilizando otras curvas como la espiral, la lemniscata, flores de
cuatro pétalos u otros, construir un triangulo isosceles o un tridngulo cualquiera, de manera que
resuelva el problema.

(Estas construcciones son fortuitas, es decir, son fruto de un momento de iluminaciéon o es
cuestion de proponerse a realizar una construccioén y poner manos a la obra?

(Sera cuestion de dedicarse horas y dias enteros para realizar una construccién con unas
condiciones dadas?

(Sera que el tiempo de solucioén puede trascender una vida humana, quizé generaciones o tal vez
nunca se pueda resolver?

(Se pueden considerar las construcciones 3, 4 y 5 como las construcciones de la elipse, parabola
e hipérbola?

La solucion del problema resalta la importancia de la mediatriz como instrumento y via que da
apertura a todas las soluciones, hecho que se justifica con la siguiente explicacion. Si M es un
punto arbitrario en el plano y X es el circuncentro del AAQM, la traza de X, al arrastrar a M por

47



todo el plano, coincide con la mediatriz de los puntos A y Q. De modo que es suficiente con
elegir arbitrariamente, en el plano, los puntos M y M’ y calcular los circuncentros X y X’
del AAQM y del AAQM', respectivamente; los puntos X y X' determinan una recta que interseca
en el punto T al PQ que es el que se requiere para resolver el problema. De hecho, la XX’
coincide con la mediatriz entre A y Q.

Figura 13. La mediatriz del AQ
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Reconocer que las aulas de matemadticas son diversas implica reflexionar y entender
que los estudiantes acceden al conocimiento a partir de diferentes formas, canales,
recursos y sentidos. Esto conlleva a identificar elementos pedagogicos y didacticos
que permitan la construccion de propuestas de ensefianza que respondan por la
equidad en las aulas. El acercamiento a experiencias sobre acogimiento a la
diversidad llevard a que el participante del cursillo explore en el uso de algunos
recursos didacticos, su accesibilidad y las posibilidades que estos brindan para la
construcciéon de conocimiento y el desarrollo de pensamiento matematico. En
particular, esta propuesta se dedicard al pensamiento espacial, con fin de favorecer la
educacion “de los otros y con otros”.

CONTEXTUALIZACION

La propuesta que se presenta surgié en el marco de la investigacion Desarrollo didactico y
tecnologico en escenarios diddcticos para la formacion de profesores que acogen la diversidad:
factores para su implementacion y su validacion en la UDFJC. El proyecto estuvo inmerso en
AIDETC (Alianza de Instituciones para el Desarrollo de la Educacion y la Tecnologia en
Colombia. Programa Nacional Colciencias, codigo 1419-6614-44765). Este busca contribuir a la
formacién de profesores de matematicas que puedan configurar y participar en practicas que
acojan la diversidad de poblaciones, con proyectos de innovacion y desarrollo. El propdsito
central del proyecto gira alrededor de la creacion de disefos didacticos accesibles, aplicables a
multiples ambientes de aprendizaje, que integren tecnologias adecuadas y consideren la
diversidad como la posibilidad de aprender de otros y con otros.

En este cursillo, los participantes trabajaran con algunos recursos didacticos accesibles,
relacionados con la ubicacion y manejo espacial, con el propdsito de generar discusiones en pro
del acogimiento de la diversidad y el desarrollo del pensamiento espacial.

Formacion didactica de profesores de matematicas que acogen la diversidad
Ante la presencia de poblacion diversa en los diferentes niveles de educacion, es necesario que
Carranza, E. y Castro, C. (2019). Adaptacion de recursos didacticos para el desarrollo del pensamiento espacial en
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los profesores de matematicas no sean ajenos a esa situacion. El reconocimiento, la participacion
y la promocién de la diversidad deben estar presentes en la formacion inicial y continuada de
profesores. Castro y Carranza (2017) indican que se trata de seleccionar, organizar y planificar
las experiencias de aprendizaje necesarias para que los estudiantes para profesor o profesores en
ejercicio, aprendan la practica de ensefiar incorporando la comprension, apropiacion critica y
exploracion de diversas tecnologias, sus objetos y sus nuevos lenguajes en los contextos
educativos, atendiendo a la diversidad (Leon, 2014). Estos autores aseguran que lo anterior
implica la presencia de dos campos:

o ¢l pedagogico, que favorece el reconocimiento y coexistencia de la diversidad en los
contextos educativos.

e ¢l didactico, como fuente de experiencias en ambientes de aprendizaje interculturales y
pluritecnoldgicos, con elementos estructurantes para las experiencias de aprender la
practica de ensefiar las matematicas.

Los disefios didacticos accesibles para la formacion de profesores de matematicas que

acogen la diversidad

El disefio es un dispositivo para acoger diferentes condiciones de los estudiantes en el aula. Debe
cumplir las exigencias de accesibilidad: 1) accesibilidad a la situacion por audicion, por vision,
por aspectos tactiles o por aspectos perceptuales de otros ordenes; ii) accesibilidad al manejo de
la informacion de la situacion, bien sea por registro escrito, registro visual, registro auditivo,
registro viso-gestual; iii) accesibilidad a las formas de representar y operar las relaciones y los
objetos matematicos emergentes de la informacion; iv) accesibilidad a las formas de comunicar y
cooperar en el estudio de la informacion que propone la situacion (Ledn, Diaz, y Guilombo,
2014).

Los disefios didacticos que contemplan el uso de recursos didacticos computacionales,
multimediales, manipulativos tangibles y corporales favorecen el ambiente de aprendizaje en pro
de la participacion y promociéon de la diversidad, generando atencion en términos de la
accesibilidad en el aula de clase.

El manejo del espacio

Las relaciones cuerpo-espacio estan asociadas a la orientacion espacial que se encarga de reunir
el entorno y la manera de desenvolvernos en este (Clements y Sarama, 2009). Ello exige
conocimientos y procesos matematicos, incluso el recordar la posicion de objetos y la forma de
movilizarlos. Esto implica tres acciones:

e Movimientos del cuerpo: uso del propio sistema de referencia.
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e Reconocimiento de la distancia y la direccion: uso de sistemas de referencia externos.

e Manejo de lenguaje de referencia: arriba, abajo, dentro, fuera, izquierda, derecha y
puntos cardinales, posibilitando el reconocimiento de la interaccién del cuerpo con el
entorno.

Seglin Abbagnano (citado en Quevedo, 2019), el manejo espacial ha dado origen a tres problemas
diferentes, que seran abordados en esta propuesta: el problema acerca de la naturaleza del
espacio; el que rige en torno a la realidad del espacio y; el concerniente a la estructura métrica del
espacio.

PROPUESTA DE ACTIVIDADES

El desarrollo del cursillo se hard en tres momentos, cada uno de los cuales le permitira al
participante acercarse a situaciones que le impliquen reconocer, acoger y reflexionar sobre el
manejo del espacio y la diversidad en el aula de matematicas.

« Exploracion de los * Reflexionar sobre
recursos didacticos la funcién del
« Analisis de recurso

experiencias: con el
manejo del espacio

Figura 1. Fases de desarrollo del taller

Cada una de las experiencias que se llevaran a cabo en el cursillo, pasaran por las tres fases de
desarrollo. A continuacion, se presenta la caracterizacion de cada una.

Sensibilizacion

La sensibilizacion consiste en llevar al asistente a vivir y participar de situaciones en las que sea
el protagonista. Es el espacio donde los sentidos son usados fundamentalmente para la realizacion
de las experiencias.

Acogimiento de la diversidad

El proposito del acogimiento de la diversidad es reconocer que es posible utilizar elementos
accesibles en los procesos de gestion en el aula. Para el desarrollo de esta fase, se plantearan
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preguntas como: ;qué tipo de adaptaciones debo realizar? ;Cémo vuelvo accesible algo? ;Coémo
hago un uso adecuado del lenguaje?

Reflexion

La reflexion se generara desde dos perspectivas; la primera de ellas tiene que ver con los
aprendizajes alcanzados a lo largo del cursillo en relacion con la accesibilidad y uso de los
recursos; la segunda se haré alrededor de los resultados que se han obtenido en las experiencias
relacionadas con el manejo del espacio.

Experiencia 1. En los zapatos del otro

La experiencia tiene como proposito usar como mediacion el lenguaje verbal y gestual para
ubicar espacialmente a otro. Se propende por el desarrollo de las habilidades de comunicacion
oral, para ubicar a alguien cuando se tienen los ojos vendados, y de la comunicacion gestual, para
orientar a una persona que no oye.

Figura 2. Con los ojos vendados. Fuente: Sparza y Santana (2013)

El MEN (1998) indica que el proceso general de comunicacion se instaura como una necesidad
comun de todos los seres humanos. Es por ello que este proceso requiere gran atencion en pro de
la constitucion de un pensamiento matematico fuerte. Como consecuencia, el profesor debe
reconocer las diferentes formas de comunicar, escrita, oral, kinestésica y simbolica, como
manifestaciones de la necesidad de hacerse entender por otros. Asi, para poder comunicar
debemos ser conscientes del mensaje a transmitir, y de los medios y condiciones que requerimos
para ello.

Experiencia 2. Circuito cerrado

El circuito cerrado es un juego que consiste en realizar un recorrido sobre un tablero, organizando
las fichas de tal manera que la ultima ficha colocada sefiale el lugar de la primera ubicada en
el juego, como se muestra en la Figura 3.
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Figura 3. Ejemplo de circuito cerrado concreto y digital.
Fuente: elaboracion propia.

El circuito cerrado, en cualquiera de sus presentaciones, concreta o digital, desarrolla las
habilidades de ubicacion espacial, que implican el manejo de coordenadas en el plano. Las
indicaciones de uso del circuito cerrado digital se proveen en formato audio y en texto, e incluyen
el uso del medio héptico a partir del uso del teclado. El juego, de acuerdo con Carranza y Castro
(2016), es un recurso que favorece el desarrollo del pensamiento espacial y el pensamiento
variacional. El wuso del sistema cartesiano de referencia, caracterizado mediante ejes
perpendiculares, es fundamental para alcanzar los objetivos de aprendizaje que propicia el juego.

Experiencia 3. Brujula

Haciendo uso de la brujula, el participante debe realizar distintos recorridos, teniendo presente los
elementos de que dispone el artefacto. Posteriormente, algunos participantes construiran unas
figuras que deben ser descubiertas por los demas, a través del movimiento. De esta manera, tanto
el cuerpo como la brijula comunicaran la forma de la figura que se tiene. La brtjula permite la
lectura de mapas (iconica) y el uso del sistema de referencia (cuerpo kinestésico).
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Figura 3. Aplicacion de brijula para celular.
Fuente: Elaboracion propia.

El uso de la brtjula favorece cuatro procesos, planteados por Clements y Sarama (2009): generar
una imagen; inspeccionar una imagen para responder preguntas acerca de ella; mantener una
imagen al servicio de otras operaciones mentales, y transformar una imagen. Puesto que la
brujula da informacion del sistema de referencia y obliga el movimiento del sujeto que la porta, la
orientacion espacial recae en entender el sistema, el entorno y producir algin movimiento en
concordancia con la informacidon que suministra la brujula.
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El Sistema Integrado de Construccion Espacial Tipo Casquete de Esfera Perforada
(SICETCEP) es un recurso didactico de uso individual (autorefenciador), disefado a
partir de grupos de isometria, para el desarrollo correlacional de la capacidad de
abstraccion espacial. Las operaciones concretas como rotaciones, inversiones,
traslaciones y simetrias, realizadas individualmente con el sistema, llevan a la
elaboracidén de operaciones formales (pensamiento formal), para la interpretacion de
formas y lenguajes (representaciones/convenciones) que son usados en el lenguaje
cientifico. En los sistemas geométricos, se hace énfasis en el desarrollo del
pensamiento espacial, considerado como el conjunto de los procesos cognitivos
mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de
los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones y sus diversas
traducciones a representaciones materiales.

PROBLEMATICA

El mejoramiento permanente de la calidad de la educacion es un asunto dinamico y
multifactorial, en donde confluyen diferentes aspectos que condicionan o impiden el avance hacia
mayores estados de complejidad en el pensamiento de los nifos(as) y profesores(as) que se
encuentran en el sistema. El aula es un espacio donde se evidencia un importante grado de
desarticulacion entre los lineamientos planteados en los proyectos educativos y las dindmicas
dirigidas, orientadas, coordinadas por el docente con su grupo de estudiantes. En este sentido,
tanto los recursos como las ideas, concepciones, pensamientos, etc., que tenga el profesor sobre el
acto pedagégico influirdn de manera definitiva en la cualificacion del sistema educativo; es asi
como el aula se convierte en un factor de suma importancia para adelantar investigaciones que
ayuden a articular las tematicas con las realidades que vive el estudiante.

Si se reflexiona sobre del aula como el espacio en el que se mueven profesores y estudiantes
buena parte del tiempo, es indispensable para tal efecto partir de algunos supuestos que
seguramente introducirian buenos ruidos al acto pedagodgico en la clase, escenario donde es
posible generar acciones concretas que dinamizarian el proceso para la transformacion
pedagogica. Los modelos pedagogicos, disefios curriculares, uso de recursos didacticos, 1dgicas
en los esquemas evaluativos, etc., han sido marcados por concepciones clasicas que no permiten
dinamizar las potencialidades tanto de profesores, estudiantes y administrativos, que se
Castro, L. (2019). Sistema integrado de construccion espacial tipo casquete de esfera perforada. En C. Samper y L.
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encuentran confrontadas al cambio cada vez mas veloz en la frontera del conocimiento. Por el
contrario, se consolida en nuestra estructura educativa la descontextualizacién y pérdida de
vigencia del conocimiento, que ingenuamente se refuerza con acciones repetitivas, memoristicas
y desarticuladas en el aula de clase.

Las orientaciones curriculares emanadas por el Ministerio de Educacién Nacional corresponden a
las rutas pedagogicas y curriculares para apoyar el proceso de fundamentacion y planeacion de
las areas obligatorias y fundamentales definidas por la Ley General de Educacion, tanto en
matematicas como en ciencias naturales. A partir de ellas, se han definido unos lineamientos que
deben ser implementados en las instituciones publicas y privadas. Cinco tipos de pensamiento
matematico apuntan al cumplimiento del objetivo de ser “matematicamente competente”, a través
del desarrollo del pensamiento 16gico y del pensamiento matematico. Estos tipos de pensamiento
son: (i) numérico, (ii) espacial, (iii) métrico o de medida, (iv) aleatorio o probabilistico y (V)
variacional.

El Pensamiento Espacial (PE) y Sistemas Geométricos (SG), al igual que los otros cuatro tipos de
pensamiento, estan disefiados para ser implementado desde el grado cero hasta el grado once. El
PE y los SG hacen énfasis en el desarrollo de habilidades para interpretar, describir y representar la
espacialidad, que es considerada como el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales
se construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las
relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones a representaciones
materiales (MEN, 1998).

Los sistemas geométricos se construyen a través de la exploracion activa y modelacion del
espacio, tanto para la situacion de los objetos en reposo como para el movimiento. Esta
construccién se entiende como un proceso cognitivo de interacciones, que avanza desde un
espacio intuitivo o sensorio-motor hacia un espacio conceptual o abstracto. El primero se
relaciona con la capacidad practica de actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando
situaciones en el entorno y efectuando desplazamientos, medidas, calculos espaciales, etc. El
segundo se relaciona con la capacidad de representar internamente el espacio, reflexionando y
razonando sobre propiedades geométricas abstractas, tomando sistemas de referencia y
prediciendo los resultados de manipulaciones mentales. (MEN, 1998).

POSIBILIDADES PARA EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO ESPACIAL

La geometria, como una de las ramas de la matematica, debe estar pensada a partir de curriculos
que integren sus diversas dimensiones y polos. Tanto los disefios como los recursos didacticos
deben incluir actividades enfocadas a: estudiar propiedades espaciales y establecer un juego
dialéctico entre los entes construidos al dibujar, plegar, visualizar, cortar y pegar, construir,
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medir, mover, manipular objetos fisicos con las proposiciones del mundo geométrico; conjeturar
acerca de propiedades de objetos geométricos formales o abstractos, a partir de diversas
representaciones bidimensionales, tridimensionales y en perspectiva (Camargo y Acosta, 2012).

La manera de resolver un problema en matematicas tiene relacion estrecha con las herramientas
disponibles, y su manejo depende de la integracion del conocimiento matematico y de la propia
herramienta. Como lo comenta Santillan (2002, citado por Sandoval, 2008):

El medio [...] es la base material que hace posible las acciones del sujeto [...] La meta o fin no cambia
si utilizamos una u otra herramienta, pero el proceso para alcanzar la meta, segiin los medios que se
utilicen, cambia y cambia la estrategia. La planeacion, una actividad cognitiva compleja, queda

marcada por la herramienta [...]. La actividad cognitiva es inherente al instrumento. (pp. 11-12).

La geometria es un area que est4 estrechamente vinculada al lenguaje de la quimica. Los términos
para explicar los comportamientos de la materia estan directamente relacionados con la geometria
molecular. Para tal fin, se requiere de modelos (materiales didacticos) que permitan la migracion
de un pensamiento concreto a un pensamiento formal, a través de la manipulacion directa e
individual de operaciones concretas (rotaciones, inversiones, traslaciones, simetrias, etc.) a
operaciones formales (desarrollo de pensamiento formal), donde emergen formas (convenciones)
que son usadas en el lenguaje cientifico.

La capacidad de interpretar, describir y representar (leer y escribir) las formas de las arquitecturas
moleculares (estructura molecular) requiere de una serie de habilidades como rotaciones,
inversiones y traslaciones, que necesariamente tienen que ser aprendidas a través de la practica.
No obstante, estos temas han sido tratados como contenidos, sin ningun tipo de laboratorios y/o
ejercicios que permitan desarrollar las habilidades descritas anteriormente. Por el contrario, el
proceso de formacién en el bachillerato, e incluso a nivel superior, se ha reducido a la
interpretacion de representaciones bidimensionales que de objetos tridimensionales.
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EL RECURSO: SISTEMA DE CONSTRUCCION ESPACIAL TIPO CASQUETE DE ESFERA PERFORADA

Figura 1. Recurso didactico.
Fuente: Elaboracion propia.

El Sistema de Construccion Espacial Tipo Casquete de Esfera Perforada (SCETCEP) es un recurso
didactico autoreferenciador, disefiado a partir de grupos de isometrias del espacio euclideo. A
través de la interaccion individual con el material, se busca que se desarrolle, de manera
significativa y correlacional, la abstraccion espacial. El Sistema tiene dos componentes: el
recurso propiamente dicho para el proceso de construccion (Figura 1) y las Unidades Didécticas'
(Castro, 2009a, 2009b, 2009¢, 2009d, 2009¢, 20091), que al ser abordadas bajo las ciencias de la
complejidad permiten generar ambientes no lineales de aprendizaje, constituyéndose
paulatinamente en una herramienta con sentido pedagdgico que contribuye a aumentar los grados
de complejidad del Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos.

El SCETCEP es una propuesta pedagogica conformada por cuatro componentes vinculados
dindmica e integralmente, los cuales, en contextos educativos, dinamizan desarrollos de
pensamiento para fortalecer competencias cientifico-tecnoldgicas y aprendizajes significativos en
la ensefianza de las ciencias y las matematicas.

Caracteristicas del material y algunas de sus aplicaciones

El material consta de esferas “Tipo Casquete de Esfera Perforada”, con perforaciones
simétricamente dispuestas en diferentes colores, conectores duros y flexibles para la
representacion de enlaces, pinzas de ajuste, transportador y cajas organizadoras (Figura 1). El
disefio estd dirigido para desarrollar pensamiento espacial, conformar sistemas geométricos,

construir arquitecturas moleculares (inorganicas, organicas, bioquimicas), estudiar componentes

19 Las Unidades Didécticas (Quimica, Fisica, Matematicas, Biologia y Geometria) estan registradas en la Direccion
Nacional de Derechos de Autor del Ministerio del Interior y de Justicia.
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de la fisica del estado solido, etc. A través del contacto y manejo directo con el sistema, cada
nifio(a) puede desarrollar operaciones de manejo basico en pensamiento espacial: rotaciones,
inversiones, translaciones, simetrias, homotecias, etc.

Uno de los campos de més amplia aplicacion corresponde al estudio de las estructuras
moleculares que son el eje principal sobre el cual se mueve la quimica organica e inorganica. Esta
tematica ha sido débilmente desarrollada, lo que ha generado, en la ensefianza superior,
problemas como la dificultad de los estudiantes por interpretar las tres dimensiones, reduciendo
el estudio de la estereoquimica a dos dimensiones. Son muchos los temas que se pueden abordar
con el uso del material; entre otros se encuentran: quimica inorganica, quimica organica, enlace
quimico hibridaciones, formas de las moléculas inorganicas, grupos funcionales, solidos,
isomeria conformacional, nomenclatura y configuracional, estereoquimica polimeros, en
bioquimica los grupos funcionales, carbohidratos, aminoacidos, péptidos y proteinas, acidos
carboxilicos, acidos nucleicos, etc. (Figura 2).

Sistema cubico de cara centrada

Figura 2. Configuraciones moleculares.
Fuente: Elaboracion propia.

La fisica del estado sélido estudia las propiedades fisicas de los materiales sélidos, utilizando
disciplinas tales como la mecdnica cuantica, la cristalografia, el electromagnetismo y la
metalurgia fisica. Constituye la base teorica de la ciencia de materiales y su desarrollo ha sido
fundamental en el campo de las aplicaciones tecnoldgicas (nanotecnologia, microelectrdonica,
etc.), al posibilitar el desarrollo de multiples materiales.

Es posible construir elementos de simetria, para introducir al estudiante en forma comprensiva y
sin formalismos matematicos (inicialmente) al analisis de las propiedades de la simetria, asi como
permitirle reconocer y ejercitar algunas operaciones de “grupo puntual” (Pensamiento Espacial y
Sistemas Geométricos). La determinacion del “grupo puntual” estd fundamentado en la
identificacion de ciertos elementos de simetria, y en la realizacion de operaciones propias de una
geometria dindmica transformacional.
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Redes de Bravais o celdas unitarias son paralelepipedos que constituyen la menor subdivision de
una red cristalina que conserva las caracteristicas generales de toda la reticula (Figura 3). Asti, por
simple traslacion del mismo, puede reconstruirse el solido cristalino completo en funcion de los
parametros de la celda unitaria, a partir de las longitudes de sus lados y angulos que forman. Asi,
es posible distinguir siete sistemas cristalinos.

Figura 3. Red de Bravais
Fuente: Elaboracion propia.

El Sistema de Construccion Espacial Tipo Casquete de Esfera Perforada pretende integrar las
diferentes experiencias exitosas de su uso y compartir los alcances en el desarrollo de
pensamiento matematico. Se trata igualmente de incidir en la formacién bésica y media
vocacional, en lo relacionado con los sistemas geométricos y asi mejorar la calidad del
razonamiento espacial para la comprension de la quimica molecular.
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Descartes es el nombre de la herramienta de autor que nacio en el afio 1998 y que es
el soporte mediante el que se ha desarrollado el proyecto educativo y la red de
profesorado homoénima. A lo largo de los veintitin afos transcurridos Descartes ha
ido creciendo, evolucionando y adaptandose a los cambios tecnoldgicos y a los
sucesivos estandares acaecidos, mostrando actualmente una madurez plena y una
integracion completa con su entorno. Este cursillo tiene como objetivo adentrarse en
el desarrollo de recursos educativos interactivos con Descartes a partir de la
elaboracion de escenas cuyo contenido se encuadra en la conferencia “El Nautilus,
referente del crecimiento gnomodnico cordobés”. La belleza humana captada y
canalizada por la belleza cartesiana.

LA HERRAMIENTA DESCARTES

Descartes es una herramienta de autor, multipropdsito, que nacié en junio de 1998 en el contexto
de preparacion del afio mundial de las matematicas que se celebraria en el afio 2000. Fue
promovida y mantenida por el Ministerio de Educacion de Espafia hasta el afio 2012 y
posteriormente por la Red Educativa Digital Descartes y el Instituto de Matematicas de la
Universidad Nacional Autonoma de México. Descartes es software libre. El software inicial se
desarroll6 usando la tecnologia Java (hasta la version 5) y la version actual, DescartesJS, con
Jjavascript siendo compatible HTMLS vy, por tanto, es ejecutable en cualquier dispositivo, sistema
operativo y navegador que cumpla ese estandar. Son veintiiin afos de crecimiento continuo, de
introduccion pautada de nuevas funcionalidades y de evolucidén permanentemente para adaptarse
a los diversos cambios tecnologicos y a los sucesivos estandares que han ido aconteciendo en este
entorno técnico.

Con Descartes se pueden desarrollar recursos educativos interactivos no solo en el ambito de las
matematicas, area en la que surge, sino en cualquier area de conocimiento cientifico o literario.
La unidad basica de desarrollo se denomina “escena”. Al emplear este término teatral y
cinematografico para denominar a las actividades realizadas con Descartes, lo que se persigue es
trasladar su significado y sus acepciones al contexto educativo poniendo especial énfasis en que
es algo muy diferente de una animacion; si bien con una escena también pueden construirse
animaciones. No es lo mismo ser un espectador viendo una pelicula (animacién) que ser actor en

Galo, J. (2019). Cursillo de Descartes. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 67-74). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.



una obra de teatro. Descartes aporta el escenario, el decorado, la infraestructura técnica, y es el
usuario, nuestro alumnado y nosotros mismos, el que en cada escena ha de abordar su papel de
actor protagonista. Y en el desarrollo de esa obra teatral habra escenas en las que se vera guiado
por el director, en algunas tendra que descubrir el guioén y en otras aportar su destreza e iniciativa
para construir su propio guidn, pero todo lo hard gracias a la interaccion con Descartes. El
escenario se adapta al actor y este construye la obra.

EL PROYECTO DESCARTES Y LA RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES

El Proyecto Descartes (Galo y Madrigal, 2009) fue un proyecto educativo del Ministerio de
Educacion espanol que surgid ligado a la herramienta Descartes, pero que se apoyd en la
experiencia acumulada en el desarrollo de otros proyectos educativos que buscaban promover el
uso de las Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacion (TIC) en la educacion. Su objetivo
principal era la utilizacion de la tecnologia para la mejora educativa, mediante la comprension de
aspectos encuadrables en la investigacion, desarrollo e innovacion (I+D+i), y era coordinado y
desarrollado por profesorado. Este proyecto en el afio 2013 se reconvirtié en una organizacion no
gubernamental denominada “Red Educativa Digital Descartes” (RED Descartes, 2013) desde la
que se le ha dado continuidad. Los socios de RED Descartes somos profesores de todos los
niveles educativos. Nuestro lema es: “trabajando altruistamente por la comunidad educativa de la
aldea global”, y nuestros recursos y actividades se difunden a través de nuestro portal
https://proyectodescartes.org, que actualmente sirve una media de dos millones de paginas
mensuales, gran parte de ellas hacia Colombia donde se constituyd la asociacion homoénima y
hermana “Red Educativa Digital Descartes Colombia” —https://www.coldescartes.org/— con la
que colaboramos intensamente y que es parte fundamental y protagonista de los logros y éxitos
alcanzados.

Los recursos de RED Descartes se han ido desarrollando ligados a subproyectos y una descripcion
detallada de los mismos es accesible desde la opcidén “Subproyectos” del menu superior de
nuestro portal web (Figura 1).

Figura 1. Menu superior del sitio proyectodescartes.org donde se puede acceder a una
descripcion de RED Descartes, de la herramienta Descartes y de sus subproyectos.
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INSTALACION DE DESCARTES, DOCUMENTACION Y FORMACION

La instalacion de la herramienta Descartes puede realizarla accediendo a la web de la
herramienta cuya direccion es https://descartes.matem.unam.mx/. Descargue el instalador
adecuado a su sistema operativo y proceda a su ejecucion. En la pagina antes citada y en la
opcion DescartesJS* del menu incluido en la Figura 1 tiene acceso a la documentacion de la
herramienta en formato imprimible (PDF) y en formato interactivo. También puede acceder a

cursos interactivos en el apartado “Formacién”.?!

EL CURSILLO DE DESCARTES EN EL 24.° ENCUENTRO DE GEOMETR{A Y SUS APLICACIONES

El cursillo de Descartes®* de este congreso tiene como objetivo introducir a los interesados en el
desarrollo de escenas interactivas y se ha planteado para que los asistentes elaboren varias de
ellas con un contenido que esta relacionado con la conferencia inaugural de este congreso titulada
“El Nautilus, referente del crecimiento gnomoénico cordobés” y el articulo “Sobre la forma y el
crecimiento cordobés del Nautilus pompilius” (Galo, Cabezudo y Ferndndez, 2016). Para cada
escena propuesta se dispone de un recurso interactivo en el que se establece cual es el objetivo
final y se detalla paso a paso la forma de obtenerlo. Obviamente es una mera guia y la iniciativa y
creatividad de cada cual mejorara el resultado final.

Primera escena: detectando el canon de belleza del Nautilus

El Nautilus pompilius tiene una concha cuya seccion transversal tiene forma de espiral
logaritmica r = a b?. Se plantea como objetivo (Figura 2) determinar la ecuacion de esa espiral,
es decir, cuanto vale a y b. También comprobar que los septos son arcos de una espiral de ese
tipo.

En esta escena se toma contacto con la herramienta, se observa e interactiia con su entorno de
edicion (paneles: espacios, definiciones y graficos), objetos cartesianos (imagen, curva, control
numeérico y grafico, variables) y sus propiedades parametrizables.

20 https://proyectodescartes.org/descartescms/descartesjs
21 https://proyectodescartes.org/descartescms/formacion
22 https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/index.html
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Figura 2. Escena interactiva para determinar la ecuacion del perfil de la concha del
Nautilus. Fuente: https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escenal/

Segunda escena: experto clasificador de conchas discoidales

Una concha se dice que es de tipo discoidal si la traza de su crecimiento estd ubicada en un plano
perpendicular al eje de giro. La concha del Nautilus pompilius es discoidal y en esta segunda
escena (Figura 3) vamos a trasladar el andlisis realizado en la primera a cualquier otra concha de
ese tipo.

En este desarrollo se aprendera a mostrar objetos cartesianos segiin una condicidn, se cambiaran
algunas propiedades de los espacios, y curvas, se introducen los graficos tipo punto, segmento,
flecha (vector) y texto, se usaran controles numéricos de tipo menu y botdn y a realizar acciones
con ellos como abrir enlaces externos y se usaran vectores de variables.

Tercera escena: modelado tedrico del crecimiento gnomoénico

Aristoteles establecio el concepto de crecimiento gnomoénico cuando decia: “Hay ciertas cosas
que cuando crecen no sufren alteracion salvo en magnitud” y defini6 el gnomon como toda figura
cuya yuxtaposicion a otra dada produce una resultante que es semejante a la inicial. En esta
escena (Figura 4) modelamos el crecimiento de algunas conchas de moluscos. Son modelos
teoricos simplificados, pero suficientemente significativos de lo que acontece en la realidad.
Crecimiento conoidal, discoidal y helicoidal.

Se contintia con el aprendizaje funcional de la herramienta Descartes y en esta escena se trabaja
con espacios bi y tridimensionales y sus propiedades, experimentando la superposicion de los
mismos y la importancia del orden de los mismos en el panel “Espacios” de la ventana de
configuracion. Se trabajan con objetos graficos tridimensionales y con familias de ellos.
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Figura 3. Escena interactiva para ser un experto clasificador de conchas discoidales.
Fuente: https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena2/

Modelado teérico del crecimiento gnoménico

Conoidal Discoidal Helicoidal

Selecciona tipo crecimiento...

Figura 4. Escena interactiva para modelar el crecimiento gnomoénico de las conchas de los
moluscos. Fuente: https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena3/

Cuarta escena: animacion de rectangulos asociados a poligonos regulares

A partir del lado de un poligono regular y del radio de la circunferencia circunscrita puede
construirse un rectangulo. En particular, el tridngulo equilatero se corresponde con el rectangulo
de proporciéon v3/3, el cuadrado con el de proporcion V2 /2, el hexagono con el cuadrado o de
proporcion la unidad y el decdgono con el rectangulo aureo (de extrema y media razén o
proporcion durea, divina o armodnica). Y en el estudio del Nautilus detectamos la proporcion
cordobesa o humana que se corresponde con el rectangulo cordobés asociado al octéogono.
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En este caso (Figura 5) el objetivo técnico cartesiano principal es aprender a realizar animaciones
con Descartes, pero también se practicard con el cambio de tamafio de las escenas y los objetos
graficos arco, poligono, textos enriquecidos y textos con inclusion de valores variables. Esto
ultimo conduce a iniciarse en el editor de textos y formulas de Descartes.

Construccion del rectangulo asociado al poligono de 8 lados

= il
razon= radio] = 1,307
lado

Inicio ‘ lados : Animar/Pausar ‘

Figura 5. Escena interactiva para realizar una animacién de la construccion de los
rectdngulos asociados a los poligonos regulares. Fuente:
https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena4/

Quinta escena: el hombre de Vitrubio polifacético

Leonardo da Vinci plasmo el canon de belleza arménico (dureo o divino) en su dibujo del hombre
de Vitrubio. En ¢l toma como referencia la razén entre la distancia de los pies al ombligo y de
este a la cabeza plasmando la razén aurea. El ombligo como centro armoénico del cuerpo. Con
Descartes procedemos a visualizar un hombre de Vitrubio polifacético, pues podemos variar la
posicion del ombligo y observar el efecto que acontece. En particular conoceremos al hombre de
Vitrubio cordobés. Adicionalmente, todas las proporciones consideradas se pueden mostrar
mediante un rectangulo y relacionar este con las razones entre el radio y el lado en los poligonos
regulares; y también la situacidn inversa.

En el aspecto técnico cartesiano se aprende a trabajar con la escala de un espacio y con las
escalas de las imdgenes. Se hace uso del panel “Programa” y de los algoritmos “Inicio” y
“Calculos” que se incluyen por defecto. Se usan textos enriquecidos que incluyen férmulas y
expresiones variables. Se detecta si un control estd activo, se activan o desactivan controles y se
trabaja con las acciones asociadas a los mismos. Se profundiza en el uso de condicionales y en la
definicion de funciones.
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El hombre de Vitrubio polifacético
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Figura 6. Escena interactiva para mostrar diferentes canones de belleza partiendo del
canon armoénico o divino reflejado por Leonardo da Vinci en su hombre de Vitrubio. En la
imagen se muestra el canon humano o el hombre de Vitrubio cordobés.

Fuente: https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena5/

Sexta escena: constructores de conchas

En escenas anteriores hemos observado conchas de dos tipos: discoidal y helicoidal. En esta
escena nos convertimos en constructores de conchas discoidales sin mas que definir el perfil de
su boca mediante una curva y la espiral logaritmica que define su crecimiento gnomoénico y
afadiendo en el caso helicoidal el angulo del cono que la envuelve.

En el desarrollo de esta escena se aprende a embeber escenas en otras escenas mediante el uso de
espacios HTMLIframe y se profundiza en el conocimiento de los pardmetros asociados al objeto
cartesiano “Superficie”.
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Construyendo conchas... v

Construyendo conchas...

Construyendo conchas discoidales

Construyendo conchas helicoidales

Figura 7. Escena interactiva para construir conchas discoidales y helicoidales.

Fuente: https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena6/
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Este documento tiene como propdsito presentar avances de una investigacion sobre
ambientes de aprendizajes y accesibilidad en la educacién geométrica. Primero, se
presentan fundamentos sobre los ambientes de aprendizaje accesibles; segundo, se
destacan la investigacion sobre la relacion curriculos y comunidades rurales; tercero,
se presenta la relacion geometria-aritmética y accesibilidad. Y finalmente, se
presentan algunas relaciones histdricas entre geometria y calculo para la no exclusion,
de formas para la comprension del Teorema Fundamental del Calculo en las carreras
de ingenieria. Los anteriores enfoques destacan la relacion investigacion-practica
escolar y accesibilidad como una relacidon necesaria para el desarrollo de la educacion
geométrica en Colombia.

FUNDAMENTOS SOBRE AMBIENTES DE APRENDIZAJE ACCESIBLES

La reflexion sobre ambientes de aprendizaje en la educacion tiene diversas fuentes: la
investigacion educativa en general (Kaiser y Hester, 1993); la educaciéon matematica en general
(Wittmann, 2013); la didactica de la matematica (Brousseau, 2010); la investigacion social en
educacion matematica (Espasadin Lopes y Jaramillo, 2017); la investigacion en las ciencias del
disefio y los experimentos de ensefianza (Rico, 1997), y la investigacion en redes neuronales e
inteligencia artificial (Lahoz-Beltra, 2007). En las investigaciones recientes sobre accesibilidad e
inclusion en la educacion matematica se articulan los resultados de fuentes tan diversas como las
mencionadas anteriormente para fomentar la presencia en la educacidn de poblaciones
marginadas de los procesos escolares.

Las relaciones entre accesibilidad, afectividad y ambientes de aprendizaje se desarrollan a partir
de las caracterizaciones que se presenten sobre los tres componentes mencionados. La
accesibilidad puede ser estudiada como un derecho fundamental, como una caracteristica y
compromiso de las practicas grupales; como un signo de desarrollo cultural y econémico; y en el

Leodn, O., Alonso, N., Barbosa, F., Azucena, E., Mufioz, W., Péez, J, et al. (2019). Ambientes de aprendizaje
accesibles y afectivos en educacién geométrica. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 75-93). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.
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espacio educativo como un atributo de los disefios didacticos (Castiblanco y Ledn Corredor,
2018). La accesibilidad es segtn el articulo 9 de la “Convencion sobre los derechos de las
personas con discapacidad de las Naciones Unidas™:

[...] medidas pertinentes para asegurar el acceso de las personas con discapacidad, en igualdad de
condiciones con las demds, al entorno fisico, el transporte, la informacién y las comunicaciones,
incluidos los sistemas y las tecnologias de la informacion y las comunicaciones, y a otros servicios e
instalaciones abiertos al publico o de uso publico, tanto en zonas urbanas como rurales. (Organizacién
de las Naciones Unidas, 2006, art. 9, p. 10).

La presencia de enfoques complementarios al juridico en el estudio de la accesibilidad en el
campo de la educacion se materializa en el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA) que refiere a

las condiciones que deben cumplir los entornos, procesos, bienes, productos y servicios, asi como los
objetos o instrumentos, herramientas y dispositivos para ser comprensibles, utilizables y practicables
por todas las personas en condiciones de seguridad y comodidad y de la forma mas autébnoma y natural

posible. (Banco Interamericano de Desarrollo, 2001, p. 12).

De acuerdo con lo anterior, cualquier disefio en educacion debe ser accesible. La afectividad
entendida como “capacidad para ser influido por agentes externos o internos a través de la
experimentacion de emociones vinculadas con vivencias de la realidad externa” (Le6n Corredor,
Alfonso, Romero, Bravo-Osorio y Lopez, 2018, p. 23). Este es otro de los elementos necesarios
en el desarrollo de una educacion geométrica para todos.

En las investigaciones cuyos resultados se presentan en este documento se asume un ambiente de

aprendizaje como

[...] lugar, concepto vivo, resultado, e instrumento dinamizador para que ocurran fendmenos del
aprendizaje en una poblacion especifica. Es decir, permite crear condiciones para la participacion
activa y permanente de estudiantes y profesores desde un ejercicio interactivo para la co-construccion
del conocimiento, lo cual da lugar a la constitucion de redes de donde la participacion critica de
personas constituye comunidades de aprendizaje con propoésitos y responsabilidades comunes que les
permite identificarse como parte de un colectivo. (Ledén Corredor, Alfonso, Romero, Bravo-Osorio y
Lopez, 2018, pp. 10-11).

Un ambiente de aprendizaje accesible y con afectividad da cuenta del alcance de aprendizaje para
todas las personas involucradas en la practica pedagogica y didactica, se disefia retomando
principios del DUA. La comprension de la presencia de la accesibilidad y de la afectividad en los
ambientes de aprendizaje requiere investigacion que, para el caso de la educacion geométrica,
incorpore las relaciones entre geometria, aritmética, educacion, tecnologia y formacion
profesional.
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PROBLEMAS, EMOCIONES, TECNOLOGIA Y APRENDIZAJE

Tradicionalmente, los ejercicios de investigacion en solucidon de problemas se han enfocado en
las habilidades cognitivas generales, aunque durante los estados iniciales del proceso de solucion
de problemas se han encontrado relaciones con el proceso de reconocimiento, definicion y
representacion del problema. Para comprender el proceso de solucion de problemas, actualmente
se cuenta con las teorias cognitivas. Desde este campo, la cognicion es la capacidad para procesar
informacion. Los estudios en cognicion se han desarrollado desde dos perspectivas: la psicologia
cognitiva y la ciencia cognitiva. La psicologia cognitiva estudia los procesos mentales desde la
teoria del procesamiento de informacion y la teoria evolutiva. Desde la segunda ola de la
revolucidn cognitiva, la explicacion de del funcionamiento de la mente, no se simplifica en el
procesamiento de informacion, sino como resultado de la regulacion adaptativa que ilustran
nuevas caracteristicas de atencidn, categorizacion, razonamiento, aprendizaje, emocidén y

motivacion.

Un problema significa obstaculo, el cual genera una incertidumbre que debe ser examinada y
resuelta. Sin embargo, la forma de solucionarlos depende del tipo de problema y su complejidad
(Mayer y Wittrock, 1996). Solucionar un problema es desarrollar un proceso cognitivo para
encontrar un camino que permita la transicion de un estado inicial a un estado meta. Las cuatro
tradiciones son: Gestalt, comportamiento, procesamiento de la informacidn y psicosométrica. La
tradicion de la Gestalt propone que la reestructuracion es un proceso esencial en el pensamiento y
parte fundamental de la solucion de problemas. Esta tradicion busca comprender el insight, el
pensamiento productivo y la reorganizacion estructural. De los ejemplos mas tradicionales se
encuentra el problema de la vela de Duncker, mediante el cual se demuestra como la presentacion
de los componentes de un problema incide en la percepcion del sujeto y por lo tanto en su
solucion. La tradicion del estudio del comportamiento estd asociada a los procesos de estimulo
respuesta. La tradicion del procesamiento de informacion esta basada en la idea de bliisqueda en
un espacio del problema, donde sus componentes estan asociados a la entrada de informacion,
proceso, codificacion, representacion, almacenamiento y salida de informacion (Montealegre,
2007).

El desarrollo de las nuevas tecnologias permite aumentar las estrategias para el reconocimiento
de los estados emocionales y cognitivos de los estudiantes durante la solucién de problemas. El
reconocimiento de los estados emocionales no solo corresponde a los gestos tradicionales,
actualmente hay un interés en la comunidad académica por reconocer como el cuerpo, en su
totalidad, es utilizado para expresar emociones relacionadas con el aprendizaje. De otra parte, las
herramientas tecnoldgicas brindan la posibilidad de realizar seguimientos de los estados de la
solucion del problema transitados por los estudiantes. Asi, la relacion entre los datos emocionales
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y cognitivos abre nuevas posibilidades en la comprension del aprendizaje y el beneficio para
promoverlo mas asertivamente (Kim y Hannafin, 2011).

Las emociones estan compuestas de varios codigos que se presentan a lo largo del aprendizaje y
estan relacionadas con el proceso y esfuerzo cognitivo de los estudiantes (Kadar et al., 2016). Los
gestos emocionales estan clasificados de acuerdo con los procesos mentales y al uso de diferentes
partes del cuerpo en la intensidn de buscar alternativas para acercarse a la representacion y
solucion del problema. Los gestos de los estudiantes pueden ser capturados por sistemas
sensoriales que no solo reconocen las expresiones faciales, sino ademas las expresiones
corporales asociadas a aspectos como: manos en el menton, manos en la cabeza, mirada hacia el
problema, mirada hacia un punto especifico fuera del problema, etc. Por ejemplo, desde la teoria
del fluir, los gestos emocionales estan relacionados con las variables “Habilidades del aprendiz”
y “Desafio del problema de aprendizaje”, y se pueden agrupar en expresiones como aburrimiento,
concentracion y ansiedad. Cuando un estudiante tiene suficientes habilidades en relacion con el
desafio planteado, entonces la reaccion emocional es aburrimiento; por otra parte, cuando las
habilidades del estudiante son bajas en relacion con el desafio del problema, entonces la respuesta
emocional es estado de ansiedad. Mediante técnicas de aprendizaje automadatico se han
desarrollado modelos que clasifican las expresiones faciales en gestos emocionales asociados al
aprendizaje (Graesser et al., 2014). La entrada de datos del sistema informatico incluye
expresiones faciales, el movimiento de las manos, la posicion de las manos y las intenciones
expresadas mediante la combinacidn de los 6rganos de cuerpo de acuerdo con estados especificos
del problema. La generacion del sistema clasificador se hace mediante técnicas de agrupamiento
como k-means, canopy y redes neuronales. Las perspectivas de uso de esta tecnologia ofrecen
nuevas posibilidades en atencion al soporte asertivo durante el aprendizaje en distintas
poblaciones.

De otra parte, el reconocimiento del estado cognitivo a través del seguimiento de los pasos
empleados por los estudiantes durante la solucion del problema también brinda nuevas
posibilidades en tanto supera las limitaciones de memoria de los tutores humanos para recordar
de manera precisa los diferentes estados asertivos y no asertivos de los sujetos en la solucion. Por
ejemplo, muchos de los juegos matematicos emplean fichas fisicas o bloques en la solucion de
problemas de transformacion. Juegos como ajedrez, torres de Hanoi y la escalera requieren la
habilidad de manipulacion. Entonces, la forma en que los estudiantes manipulan las fichas y su
orden durante la solucion del problema puede ser detallada con sistemas tecnologicos para
determinar aspectos como: errores de los estudiantes, conceptos errados, conceptos correctos,
tendencias a errores, etc. (Pea, 2004). Las nuevas tendencias de herramientas didéacticas apoyadas
en la tecnologia de internet de las cosas permite hacer seguimientos de fichas y de esta manera
construir, sobre los espacios de los problemas de aprendizaje, el espacio del estudiante y de esta

78



manera realizar comparaciones sobre el desempefio del estudiante y de otros estudiantes para
también mejorar la asertividad de las intervenciones del docente.

CURRICULOS Y ACCESIBILIDAD: LOS AMBIENTES DE RURALIDAD

Las reformas curriculares en geometria han jugado un papel preponderante en el fortalecimiento
de la economia colombiana. Inicialmente se promovid un curriculo prescrito que varid de un
periodo a otro asi: desde 1903 hasta 1956, los curriculos se centraron en la ensefanza de la
geometria euclidiana a través de demostraciones; luego, a partir de 1962, se enfatiz6 en el analisis
matematico (Leon, 2005). Sin embargo, los curriculos no fueron la solucion para el progreso
cientifico y tecnologico de la nacién, por ello la Ley General de Educacion de 1994 promovio la
autonomia curricular que dio libertad a las instituciones educativas para elaborar su propio
curriculo y formular los logros de su trabajo pedagogico.

La literatura en Educacion Matematica, en el ambito internacional, hace énfasis en incrementar
investigaciones para formular curriculos en ambientes rurales en los que se integren: la cultura, la
historia y los intereses de las comunidades (Apple, 1994), apoyando los proyectos de vida de la
juventud rural (Howley, Howley y Huber, 2005), conectdndolos con los conocimientos
matematicos y culturales (William, 2002);, al identificar qué varia y qué permanece en las
culturas rurales, en virtud de que no toda “cultura” rural es igual, ya que su densidad poblacional
y su actividad econdmica hace que cambie (Long, Bush, y Theobald, 2003). Y se invita a que los
profesores que ensefian en las escuelas rurales a disefar curriculos en los que los estudiantes
puedan formular y expresar sus ideas matematicas orientadas a la articulacion teorias
matematicas y los lugares en los que habitan (Howley y Hopkins, 2005).

En el 4mbito nacional, algunos esfuerzos como los desarrollados por ACACIA? relacionados con
la formacion del educador matematico en poblaciones indigenas de América Latina y el Caribe,
invitan a realizar organizaciones curriculares en las que se vincule lo regional (las raices
historicas y las practicas ancestrales) con las matematicas (formales y convencionales) (Ledn
et al., 2014; Lipka y Adams, 2004).

En lo que respecta al disefo curricular para la geometria escolar, se enfatiza en que la geometria
es un producto social y cultural de la humanidad; este conocimiento emergié de algunas
actividades rurales como fueron: construir edificios, construir estanques de agua, canalizar,
sembrar, distribuir terrenos, entre otras. Por ejemplo, algunas investigaciones han reconocido las
practicas de tejedores, alfareros y granjeros, con poca o ninguna escolaridad y sin influencia de la
cultura occidental, y han mostrado las como estas comunidades logran desarrollar distintas
representaciones planas del espacio (Mukhopadhyay, 1987, citado en Hershkowitz, 1990). Esto

23 Este es un proyecto financiado por Erasmus de la Union Europea, que esta siendo coordinado por la Dra. Olga Lucia Leon.
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permite reconocer que historicamente los conocimientos geométricos emergen de la exploracion
que hace el hombre de su cuerpo en relacion con espacio que le circunscribe (Heamon, 1978).

A nivel internacional, algunos esfuerzos curriculares han tomado como referencia los del Consejo
Nacional de Profesores de Matematicas (inglés National Council of Teachers of Mathematics,
NTCM, 2000) para mostrar dos maneras de proceder en matematicas: una informal y otra formal, y
con ellas ofrecer oportunidades para que los escolares rurales puedan acceder al conocimiento
geométrico. Una de las organizaciones representativas de este asunto es ACCLAIM, que ha
fomentado las conexiones entre las matematicas y la cultura de las comunidades rurales a través
de programas como: la Pedagogia Cultural del Lugar de la Educacion Matematica (PMBE)
(Showalter, 2013), y la reforma curricular de Matematicas en un Contexto Cultural Math in a
Cultural Contexto (MCC), que promueven conexiones entre las matematicas y la cultura de las
comunidades rurales (Howley y Hopkins, 2005).

Dentro de esta propuesta se aborda el pensamiento métrico y geométrico. Las investigaciones
desarrolladas por Lipka et al. (2012) y Rickard (1980, 1995, 2005, 2010, 2013, 2016, 2017) con
la cultura Yup'ik ayudan a consolidar el mddulo “construyendo un estanque para pescados: una
investigacion sobre la demostracion, propiedades, perimetro y drea”. En esta ultima investigacion
se parte de como la cultura construye estanques de pescado para secar el salmén y luego se
articula con la malla curricular de matematicas propuesta para grado sexto, con los cuales se
ensefa a los estudiantes a descomponer los rectangulos que estan vinculados a los estantes de
peces y en los que se requiere un conjunto de conexiones matematicas que deben realizar los
estudiantes.

LENGUAIJE Y FORMA CON POBLACIONES SORDAS

Un ambiente de aprendizaje afectivo y accesible tiene en cuenta no solo el desarrollo cognitivo,
sino también el desarrollo emocional, lingiiistico y cultural, como parte de la integralidad del ser
humano (Baquero, 2017). En los primeros afios de vida un nifio utiliza los gestos deicticos,
simbdlicos e iconicos, que evolucionan de uno a otro hasta adquirir un lenguaje “verbal”,
(Chamarrita, 2007). En el caso de los nifios sordos el gesto va estrechamente unido a ese
desarrollo lingiiistico. Gran parte de los sentimientos, emociones y deseos pueden transmitirse a
través de gestos. La imitacion y la designacion como parte del desarrollo del lenguaje, en los
primeros desarrollos comunicativos, son del tipo viso-gestual y le dan al nifio sordo la posibilidad
de conocer y comunicar las cosas que le rodean (Castro, 2002).

El cuerpo como unidad multiestructural de expresion, de cognicion, de generacion de emociones
y de interaccion se convierte no solo en una mediacion para el aprendizaje (es herramienta), sino
también se constituye en un organismo que aprende, produce, transforma y guarda aprendizaje
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(Calderdon y Leon, 2016). En la siguiente secuencia que pertenece a una sesion de un ambiente de
aprendizaje del nimero con poblaciones sordas se identifican las relaciones:

e Cantidad-Forma: La estudiante no expresa de manera inmediata “cuatro”, presenta la
forma que percibe para la cantidad y recupera la cantidad con su forma (ver fotos 1-5;
Figura 1).

e Lengua-Forma: La estudiante expresa con su mano derecha parte del signo lingiiistico
que designa una forma (el signo lingiiistico analogo en espafiol es la palabra “rombo”),
con su mano izquierda expresa el proceso de conteo (movimiento deictico) (ver fotosl-
4; Figura 1) y al final dos signos lingiiisticos, el de la forma y el numeral (ver foto 5;
Figura 1).

e Cognicion-Lengua-Emocion: La estudiante concentra su atencion en la cantidad, se
presenta una expresion emotiva neutra, se percibe concentracion, no hay signos de
emociones particulares, el estado afectivo parece vincularse al objeto (mirada fija en las
manos) (ver fotos 1-4; Figura 1), cuando obtiene la doble expresion lingiiistica con la
que se presenta la cantidad identificada, hay una expresion de satisfaccion o de alegria
(sonrisa y mirada al interlocutor) (ver foto 5; Figura 1).

B F§

Foto 1 Foto 2 Foto 3 Foto 4 Foto 5

Figura 1. Fotografias de participacion de una estudiante en la representacion de cantidad
Fuente: Elaboracion propia.

Los nifios utilizan la lengua para designar objetos de su entorno y se acompafian de actos
deicticos y gestos simbdlicos que corresponden a las formas que perciben, lo que quieren
expresar de ello e incluso un estado emotivo o afectivo que se vincula al desarrollo cognitivo.
“Para Piaget, los nifios no ‘leen’ de su medio ambiente espacial, sino que por el contrario
construyen sus ideas acerca de las formas mediante su manipulacion activa en el entorno” (citado
por Clements y Sarama, 2015, p. 200); existe entonces también un desarrollo aritmético que pasa
por la lengua, forma y espacio, lo que manifiesta el avance en diferentes trayectorias de
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aprendizaje que se complementan entre si. Las caracteristicas de la lengua de sefias y la
importancia de la informacion viso-gestual pueden ser consideradas como un recurso potente
para integrar diferentes enfoques en los procesos de aprendizaje de la geometria (Duval, 2016).

JUEGO PATRONES Y FORMA

La presencia de estudiantes con capacidades diferentes en la investigacion con las trayectorias de
aprendizaje contribuye a la comprension de procesos de aprendizaje de las matemadticas en
poblaciones diversas, a partir de experiencias con personas sordas y ciegas. En la investigacion
llevada a cabo por Paloma (2018) se tuvieron en cuenta aspectos del desarrollo emocional,
gestual y corporal de las personas al momento de participar en el juego, y se analizd la
importancia de estos aspectos para el aprendizaje de las matemadticas. En la Figura 2 se muestran
algunos de los participantes del juego “La Escalera” con quienes se empezaron a hacer estudios
sobre los gestos y emociones frecuentes de los jugadores. En la investigacion participaron
diferentes poblaciones como amas de casa, estudiantes de colegio, universidad y profesores de
diferentes asignaturas.

Figura 2. Prototipo del juego “La Escalera” con adaptaciones a poblaciones.
Fuente: Elaboracion propia.

En la investigacion se establecieron niveles de una trayectoria del juego “La Escalera” en los que
los jugadores van transitando (principiante, intermedio y experto). En la Figura 3 se observan dos
grafos de dos jugadores diferentes, uno intermedio y otro experto durante la realizacion del juego.
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Figura 3. Algunas emociones del jugador al desarrollar el juego “La Escalera”.
Fuente: Elaboracién propia.

Paralelamente, la investigacion buscaba articular elementos de las emociones de los jugadores,
tanto los gestos emitidos por ellos como las situaciones de juego. En la Figura 4, se muestra una
grafica con el porcentaje de nueve emociones que un jugador de “La Escalera” present6 al
desarrollar el juego en las primeras ocho jugadas.

100

Figura 4. Algunas emociones del jugador al desarrollar el juego “La Escalera”.
Fuente: Elaboracion propia.

En este estudio exploratorio se muestran resultados que indican que al construir patrones
aritméticos simultaneamente se desarrollan procesos como la orientacion, localizacion y
ubicacion espacial, que son necesarios para la formulacion de patrones aritméticos. Asi, en esta
investigacion se encontraron los siguientes patrones:
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e Corporales. Los movimientos orientados de las unidades basicas (M: mirada, M: mano y
C: cabeceo) se consolidan en una secuencia de movimientos que se manifiesta en un
ritmo corporal reiterativo. Es decir, se manifiesta un patrén corporal.

e Lingiiisticos. La enunciacion de las unidades basicas (A: movimiento de amarilla y R:
movimiento de roja) se consolida en una secuencia de enunciaciones que se manifiesta
en un “tarareo tipo cancidn” reiterativo. Se manifiesta un patrén lingiiistico.

e Aritmo-geométrico. El registro de cantidades en organizaciones espaciales siguiendo
regularidades para la organizacion de las cantidades, segin una forma geométrica. Se

manifiesta un patron aritmo-geométrico.

En la Figura 5, se muestra que en el nivel 8 de la trayectoria de aprendizaje de patrones estudiada
se encuentran procesos de representacion de patrones en el que cada nimero de cada fila significa
la cantidad de movimientos de una ficha de un color. Asi, en la fila 3 se halla: el 1 es un
movimiento de la ficha roja, el 2 de la ficha amarilla, y los siguientes 2 de la roja, y asi

sucesivamente.

Figura 5. Conteo minimo de movimientos en el juego “La Escalera”.
Fuente: Elaboracion propia.

El disefo de una trayectoria hipotética para el desarrollo de patrones incorporando un juego
accesible a poblaciones, como el de “La Escalera”, permiti6 relacionar emociones, grafos para
representar los posibles recorridos de los jugadores y patrones de diversos tipos. En este tipo de
estudio se articulan de manera natural procesos aritméticos y procesos geométricos.
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NUMERO, FORMA, ESPACIO Y LA DISCAPACIDAD INTELECTUAL

En la entrada geométrica como una via para el desarrollo de trayectorias hipotéticas de
aprendizaje asociadas al nimero, se encuentra el manejo del espacio. Se puede considerar, por
ejemplo, que dos elementos de una misma naturaleza ocupan mas espacio que uno; un bebé de
meses puede reconocer la diferencia de cantidad al identificar perceptualmente el espacio que
algunos elementos ocupan.

Un factor importante para el disefio de tareas de subitizacion es el arreglo espacial de los objetos
(Clements y Sarama, 2015). Para los nifios pequeios, los objetos puestos en una fila son los mas
faciles, luego vienen los arreglos rectangulares (pares de objetos en filas) y arreglos de tipo
“dado” o “domind”, seguido por combinaciones de arreglos. Sin embargo, se aclara que estos
aspectos pueden potenciar las habilidades o generar obstaculos si no se reconocen las conexiones
entre la cardinalidad y los arreglos figtrales, es decir que se hace necesario cuantificar ese

espacio.

En los estudios con poblacion en condicion de discapacidad intelectual, se reconoce que se debe
generar un sistema de apoyo continuo que fortalezca las experiencias de aprendizaje y dote de
significado los procesos que va desarrollando. Clements y Sarama (2015) plantean que con
poblaciones que tengan necesidades especiales, los profesores deben cultivar la familiaridad con
los patrones regulares, mediante la realizacion de juegos; no se debe subestimar en estas
poblaciones las competencias numéricas basicas como la subitizacion.

Previo a la cantidad cinco, las cantidades 1, 2, 3 y 4 se trabajan desde distintas configuraciones y
al realizar procesos de subitizacion con fichas los nifios no solo discriminan la cantidad, sino
también la forma. En la imagen se muestra el grupo de piezas dado a los nifios para un taller de
imégenes instantaneas, los modos de organizacion asociados a la cantidad y procesos de
reparacion de forma dada una misma cantidad.

AN HH AN =

Figura 6. Procesos de subitizacion perceptual.
Fuente: Elaboracion propia.

Patrones figurales posteriores a la cantidad cinco dan cuenta de ideas de composicion y
descomposicion a través de la subitizacion conceptual y asociado a la forma se pueden establecer
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colecciones estructuradas como las siguientes, en las cuales los nifios dicen cuanto falta para ser
cinco o para ser diez, o hacen relaciones como “cinco y dos, siete”. Esto permite establecer una
relacion directa entre las configuraciones, la percepcion de cantidad y las caracteristicas aditivas
del sistema numérico.

Por otro lado, cuando se trabaja una trayectoria de conteo, ademds de presentar patrones
figurales, se hace necesario proponer diferentes configuraciones espaciales de la cantidad, ya que
se requiere que el nifio genere un orden para realizar el conteo y pueda explicitar la serie
numérica acompafiada de gestos manuales y movimientos de los ojos. Esto muestra que el nifio
ejerce una actividad al establecer una correspondencia entre el conjunto de los objetos por una
parte y la serie numérica hablada por la otra. (Vergnaud, 2003, p. 102).

Figura 7. Numerales con forma.
Fuente: Elaboracion propia.

LA ACCESIBILIDAD EN LA FORMACION DE INGENIEROS DESDE UN ENFOQUE GEOMETRICO

El Teorema Fundamental del Calculo (TFC) es una piedra angular dentro de la estructura, que
conocemos hoy en dia como analisis matematico. La forma en la cual se presenta el TFC
actualmente en las universidades se desarrolla desde un punto de vista a-historico. Esta manera es
correcta matematicamente, pero ha ofrecido problemas para su comprension. En este escenario,
surge la necesidad de ofrecer una manera distinta de ensefianza del TFC que incorpore diferentes
vias de acceso al este para disminuir barreras de acceso a estudiantes en diferentes condiciones de
comprension. En este pequefio apartado se propone retomar como via alterna la presentacion
actual, la que recupera macro-argumentos de Leibniz, de caracter geométricos con alto valor

explicativo.

En efecto, la idea que desarrolld Gottfried Leibniz para crear su célculo infinitesimal fue que la
suma y la resta son operaciones inversas, lo que conlleva a pensar que el TFC es obvio (Katz,
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2008). Leibniz buscaba hallar el &rea bajo una curva y para eso construy6 una curva auxiliar para
la cual la pendiente es proporcional a la altura de la curva original (Bressoud, 2011), mediante el
uso de herramientas geométricas. Su TFC aparecio en 1693, en el Acta Eruditorum, una revista
mensual que €l mismo ayudo a fundar (Struik, 1969).

En la mayoria de textos (salvo pequefios cambios), se suele enunciar el TFC de la forma como se
muestra en la Figura 8.

Teorema Fundamental del Calculo: Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]

(1) Sig(z) = ff{t)dr. entonces ¢'(x) = f(z).

b
(2) ff{r}(h‘ = F(b) — F(a) donde F es una antiderivada de f, es decir, F'(z)= f(z) .

Figura 8. Presentacion habitual del TFC en textos universitarios.
Fuente: Adaptado de Stewart (2015, p. 326).

La presentacion del TFC que se muestra en la Figura 9 corresponde a la segunda parte del TFC, el
numeral 2 o parte evaluativa (Figura 2 en Acta Eruditorum, citado por Roinila, 2012). Los puntos
entre paréntesis (H), (F), (C) y (B) son infinitesimales. La curva AH(H) es la figura a la que se le
quiere hallar el 4rea, y la curva C(C) es la curva cuya derivada en C es precisamente F'H. Se debe
tener en cuenta que Leibniz alcanzd su resultado comparando los triangulos 7BC (tridngulo
caracteristico) y CE(C) (el triangulo diferencial).
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(Mathematical
Treasure: Leibniz's
Papers on Calculus)

(a) Primero denominé a AF =y, FH =2, Bl =ty FC ==z

(b) Definié un distancia constante a, tal que TB:BC=FH :a (elusodeestos pardmetros era usual
en la época (Bressoud; 2011) y (Lopez; J. 2011)).

(¢) Como FC ==z y AF =y, entonces dy = F(F) =CE y dv = E(C).

(d) De la relacion de los triangulos caracteristico y diferencial, se tiene que TB : BC = E(C) : EC, luego
TB:BC=dz:dy

(e) Concluy6 que, dz : dy = 2 : a, es decir, adr = 2dy. Este tltimo producto es el drea de la region
F(F)(H)H y adz es el area de un rectangulo de altura E(C') = dz y ancho el parametro a.

(f) Al sumar a ambos lados de esta igualdad, se obtiene que [adxr = az, es el drea de un rectangulo de
altura FC = z y ancho a, mientras que [ 2dy es el drea de la region AFHA. Lo que muestra que C(C)
es la antiderivada (quadratrix como se denominaba) de la curva AH(H).

V4

Figura 9. Reconstruccion de la demostracion de Leibniz del TFC.
Fuente: Acta Eruditorum, citado por Roinila (2012).

Leibniz dio asi una forma para encontrar el area bajo una curva. Al igual que Newton, propone un
resultado y da el algoritmo para su uso. En efecto, al utilizar nuestra notacion moderna y usando

el resultado de Leibniz, se puede concluir (2):

Si se quiere hallar el area bajo una curva con ordenada y, lo que se necesita es encontrar una
curva z tal que z = [ ydx. Es decir, si y = f(x), se debe buscar z = F(x) (su antiderivada) que

satisfaga:

d . .
d—i = % — dz = ydx. De manera particular, f; dz = f: ydx, o andlogamente,

F(x)=fxdz=fxydx=fxf(x)dx.
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En estos términos, F(a)=0, entonces F(x) — F(a) = f; f(x)dx. Se acaba de demostrar la

siguiente version del TFC (2) (Lopez, 2011):

Teorema: Sea f:[a,b] = R una funcidon continua y suponga que F:[a, b] = R es una cuadratrix
para f, es decir, F es continua en [a, b], diferenciable en (a,b) y F'(x) = f(x) para todo x en
(a, b). Entonces:

b
[ reoax = k) - F@

Leibniz llega al TFC empleando el tridngulo diferencial y su relacion con el tridngulo
caracteristico. Esta relacion también fue usada en su Teorema de Transmutacion (Katz, 2008).
Sin embargo, el uso del tridngulo diferencial no fue exclusivo de él. Isaac Barrow en su version
del TFC ya lo habia empleado. ;Por qué entonces no se dice que Barrow fue el creador del TFC?
Segun D. T. Whiteside, puede ser por la posibilidad de ofrecer un algoritmo (como si lo hicieron
Newton y Leibniz) para hallar la solucion de un problema de areas, mas que mostrar, inicamente,
que la derivacion e integracion son procesos opuestos (Bressoud, 2011).

Como datos para el lector, pueden verse las similitudes entre la demostraciéon de Leibniz y
Barrow en Lopez (2011).

REFLEXIONES FINALES

La presencia de la accesibilidad y la afectividad en la educacién geométrica, ademas de generar
la articulacion de estructuras provenientes desde diversos campos del saber en las investigaciones
que la incorporan, es una oportunidad para desarrollar una postura ética y politica para el sistema
educativo colombiano, en donde se reconozca el derecho a la educacién para todas las
poblaciones, y en particular el derecho una educacion geométrica desde la primera infancia hasta
la educacion universitaria.
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Esta investigacion estudid la construccion de conocimiento matematico a través de la
modelacion como practica social, para generar procesos de resignificacion de los
conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos, incorporando el
origami modular como herramienta pedagdgica en las practicas de aula. Para este
propdsito nos apoyamos en la teoria Socioepistemoldgica, la cual asume “la
legitimidad de toda forma de saber, sea este popular, técnico o culto” Cantoral
(2013). Se utilizd como Metodologia de Investigaciéon la Ingenieria Didactica
(Artigue, 1995). Se disefiaron y aplicaron tareas, sustentadas en las practicas de
modelacion de Arrieta y Diaz (2015) para analizar sus resultados y generar

conclusiones.

INTRODUCCION

La matematica hace parte de la vida; la percibimos en las diferentes formas y figuras
bidimensionales y tridimensionales que nos rodean, en las edificaciones, las estructuras de
puentes, los medios graficos publicitarios y los diferentes objetos del entorno. Esta relacion con
el mundo que habitamos despierta nuestro interés, ya que podemos relacionarla con el objeto

matematico de estudio en esta investigacion: los poliedros platonicos.

A pesar de la relacion observada, notamos que, en nuestras instituciones, habia una escasa
articulacion del contexto en que viven los estudiantes con la geometria y la matematica que se
ensefiaba en el aula; se sustenté desde aqui la problemética de nuestra investigacion. Para
atenderla y transformar estas practicas, encontramos en la Socioepistemologia una teoria desde la
cual se plantea “la necesidad de realizar un redisefio del DME (Discurso Matematico Escolar)
Carmona, P. y Correa, P. (2019). Resignificacion de los conceptos geométricos en los poliedros platonicos a través

de la modelacion. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 97-105).
Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



basando en las practicas” (Morales, Mena, Vera y Rivera, 2012, p. 243). En la investigacion nos
centramos en fortalecer la dimension didactica y social de las practicas de modelacion y
prediccion, como medios para generar conocimiento y construir argumentos para resignificar
conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos. En palabras de Arrieta (2003)
“...en el ejercicio de ciertas practicas sociales, usando herramientas, es donde aparecen, se
estructuran y se movilizan, como argumento, ciertas nociones matematicas” (p. 6). En
consonancia con esto, el origami modular fue la herramienta pedagodgica para una matematica
con funcionalidad, ya que su uso, ademas de ser una manera divertida de aprender, permite la
construccion de los poliedros platonicos a para su exploracion desde lo concreto, lo visual y lo

analitico.

Guiados por la Socioepistemologia y la modelacion tuvimos claridad sobre el foco de nuestra
investigacion, la cual dejé de lado los contenidos para centrarse en las practicas sociales
vivenciadas por los estudiantes y las interacciones con el entorno, el trabajo cooperativo y la

herramienta pedagogica: el origami modular.

Esta investigacion se realizd con un enfoque cualitativo, siguiendo la ingenieria didactica como
metodologia de investigacion. El estudio de caso se desarrollo con 18 estudiantes de grado quinto

de Basica Primaria de la L. E. José Eusebio Caro de Medellin.

REFERENTE TEORICO

Encontramos en la Socioepistemologia, un marco teérico que da importancia a las multiples
dimensiones que hacen parte del saber, incluyendo el contexto, los escenarios no escolares y las
diferentes formas de saber de los estudiantes; las falencias sobre estos asuntos se plantean como
problematicas a estudiar en esta investigacion. En consecuencia, pretendimos validar el efecto de
traer al escenario académico una técnica como el origami modular, que se desarrolla en
escenarios no académicos, pero que puede ser utilizada como una herramienta con
intencionalidad pedago6gica y funcional en el aula de clase para generar procesos de

resignificacion.

La Socioepistemologia tiene un aporte fundamental: Modela la construccion social de conocimiento
matematico conjuntamente con su difusion institucional, esto es, modeliza las dinamicas de saber o

conocimiento puesto en uso. (Cantoral 2013, p. 97).

98



En este sentido, las practicas de modelacion fueron las que construyeron, reconstruyeron,

significaron y resignificaron nuestro objeto matematico.

La Socioepistemologia (del latin socialis y el griego episteme “conocimiento” o “Saber” y logos
“razonamiento” o “discurso”), también conocida como epistemologia de las practicas o filosofia de las
experiencias, es considerada como una rama de la epistemologia que estudia la construccion social del

conocimiento matematico y su difusion institucional. (Cantoral 2013, p. 141)

Cantoral (2013) sustenta que la matematica escolar es “redisefiable” con fines de aprendizaje.
Esto hace que el matematico educativo se cuestione no solo sobre coémo ensefiar, sino qué
ensefar, a quién ensefar y cuando ensefar. Asi, los actores del sistema educativo —el saber, el
profesor y el alumno— desde una mirada social, tienen una comprension propia del contexto

social y se modifican las ideas de aprendizaje y ensefianza.

La Socioepistemologia incorpora contextos sociales y perspectivas culturales para la significacion,
aparecen ahora como principales actores de los procesos didacticos, el aprendiz, el saber en tanto
conocimiento en uso o como construccion social del conocimiento y los entornos socioculturales
portadores del mundo real, cuyas relaciones son orientadas por practicas de referencia y normadas por

practicas sociales. (Cantoral, 2013, p. 141).

En este sentido desde la teoria, el estudiante es entendido como sujeto individual o sujeto
colectivo, el profesor como individuo o como institucion escolar personificada y “el aprendizaje
como una practica intencional normada, que coloca en interaccion al aprendiz con el entorno
regulado y normado” (Cantoral, 2013, p. 142). Es decir, modifica la idea de aprendizaje como

adquisicion, para dar lugar al aprendizaje como construccion social del conocimiento.

Puede verse, que esta es una teoria que busca atender diferentes dimensiones del saber
matematico, dimensiones que se entretejen en una sola unidad de analisis, entendida esta por
Cantoral (2013) como la que articula sistémicamente a las dimensiones con el fendmeno en juego

y elige para ello, saberes funcionales y transversales.

UN ACERCAMIENTO METODOLOGICO

Fundamentamos nuestro proceso de investigacion en la ingenieria didactica, haciendo consciente

e intencional su doble funcion. En el aula, en cada accion que se genera en los procesos de
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ensefianza en relacion con un objeto matemdatico de estudio, y en la investigacion, como

metodologia especifica.

Michéle Artigue (1995) define y caracteriza la Ingenieria Didactica:

Como metodologia de investigacion, la Ingenieria Didactica se caracteriza en primer lugar por un
esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcion,
realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza. Alli se distinguen por lo general dos
niveles: el de la micro-ingenieria y el de la macro-ingenieria, dependiendo de la importancia de la

realizacion didéctica involucrada en la investigacion. (p. 36)

En este sentido, nuestra investigacion se ubica en la micro-ingenieria ya que se centrd en el
estudio de un objeto especifico, los poliedros platonicos, analizando las actividades al interior del

aula de clase de una institucion educativa especifica.

Como investigacion que recurre a la experimentacion en clase, se ubica, “en el registro de los
estudios de caso y cuya validacidon es en esencia interna, basada en la confrontacion entre el

analisis a priori y a posteriori” (Artigue, 1995, p. 37).

FASES DE LA METODOLOGIA DE LA INGENIERIA DIDACTICA

Fase 1. Los analisis preliminares

La investigacion se baso “no solo en un cuadro tedrico didactico general y en los conocimientos
didacticos previamente adquiridos en el campo de estudio, sino también en un determinado
namero de andlisis preliminares” (Artigue, 1995, p. 38). Estos fueron: un anélisis epistemologico,
el estudio de formas ensefianza tradicional, el analisis de dificultades y obstaculos de aprendizaje

de un contenido; lo anterior teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion.

Fase 2. La concepcion y el analisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria

El andlisis a priori comprendid una parte descriptiva y una predictiva, centrando la atencion en

las caracteristicas de la situacion didactica que se quiso disefar y que se llevo a los estudiantes.

El objetivo del analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar los
comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este andlisis se basa en un

conjunto de hipotesis. La validacion de estas hipdtesis esta, en principio, indirectamente en juego en la
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confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase entre el analisis a priori y el analisis a posteriori

(Artigue, 1995, p. 45)

En nuestra investigacion, se disefaron tareas a priori direccionadas desde las practicas de

modelacion y el uso del origami modular en las practicas de aula.

En dichas tareas se describen aspectos relacionados con lo que se espera sobre: la forma como los
estudiantes se enfrentan a las actividades, el trabajo en equipo, la manera en que emplean sus
conocimientos previos, interpretan y pone en uso nuevos saberes. Lo anterior, en torno a la

experimentacion, prediccion, articulacion y las actividades propuestas.
Fase 3. Experimentacion

En la fase de experimentacion, el disefio se puso en practica con la poblacion de estudiantes. En
el caso de nuestra investigacion, el docente investigador hizo recoleccion de datos a partir de las

observaciones, fotos, videos y las producciones de los estudiantes.
Fase 4. Analisis a posteriori y evaluacion

Esta es la ultima fase de la ingenieria didactica en la que se confrontaron las observaciones, las
producciones y los hallazgos realizados durante las sesiones de intervencion en el aula con el
analisis a priori.
Estos datos se completan con frecuencia con otros obtenidos de la utilizacion de metodologias
externas, como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos, aplicadas en distintos
momentos de la ensefianza o durante su transcurso. Y, como ya lo habiamos indicado, en la

confrontacion de los dos andlisis, el a priori y a posteriori, se fundamenta en esencia la validacion de

las hipdtesis formuladas en la investigacion. (Artigue, 1995, p. 48).

En nuestra investigacion, en el analisis a posteriori se describieron y se mostraron, a través de
imagenes, los procesos y construcciones logrados por los estudiantes, divididos en tres equipos
de trabajo, con los cuales se aplicaron las actividades. Se hizo un andlisis a partir de la

confrontacion con el andlisis a priori realizado y la teoria que sustenta nuestra investigacion.

A continuacién se anexa algunos ejemplos del proceso de investigacion realizado con los

estudiantes:
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Un equipo logré la construccion del hexaedro gracias a la interpretacion de la guia que se les
entrego, siguiendo los pasos y realizando un trabajo en equipo. Claramente lograron identificar
las caracteristicas del hexaedro construido, como el numero de caras, vértices y aristas. Lograron
interpretar la formula dada en la guia, e inmediatamente identificaron que la podian relacionar
con la forma de resolver ejercicios de potenciacion. Midieron la longitud de las aristas del
Hexaedro que es de 7 cm y sustituyeron el valor en la férmula, el cual multiplicaron tres veces,

para hallar el volumen del hexaedro construido (343 cm3, Figura 1).

B ___ PLANTILLA DE OBSERVACION 2

= EQUIPO: INTEGRANTES: -
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Cada equipo debe construir el Hexaedro
utilizando la técnica del Origami Modular con

hojas de 20 cm y calcular el V (Volumen)
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3
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Interpretacion

T

Medicién

“EL ACTO DE MODELAR”

Figura 1. El acto de modelar, la prediccion.

Fuente: Elaboracion propia.

Otro de los equipos logro apropiarse de los saberes adquiridos en la tarea descrita previamente,
calculando el volumen y articulando los saberes con otros conceptos geométricos, para interpretar
la formula del area lateral y del area total del Hexaedro. El equipo construyd un hexaedro con
hojas iris de 26 cm y al utilizar la regla midieron las aristas de 9 cm, interpretaron la formula
dada y realizaron el proceso para calcular el 4rea lateral del Hexaedro (81cm?) y su 4rea total

(486cm?) (Ver Figura 2).

102



UIPO: [INTE%:&:N;?EE 53,,.;_,2(0 - fﬂafa‘[ T :Ei;mo: ==
(C IR Somgl mepats [EOREL

HEXAEDRO NeCaras: o |[ Nevertices: g | [N Arstas: ;

PLANTILLA DE OBSERVACION 3
EQl

Medida de la Hoja Iris:

| D Cada equipo  construye un Hexaedro,
la técnica de Origami Modular y

uullzando hoja iris de diferente medida. por lo

cual deben interpretar la formula para calcular:

Ay (Area Lateral) y Ay (Area Total)

Siendo “a”la medida de la arista

= Interpretacién .
e
== [A=gik B8\~
Medida de la Arista — SasRoiis
= P W
Articulacién Jf' SE

“EL ACTO DE MODELAR"”

Figura 2. La articulacion de los modelos y el fendmeno en una red.

Fuente: Elaboracion propia.

CONCLUSIONES

La Socioepistemologia reconoce la construccion social del conocimiento matematico tanto en
ambitos escolares como no escolares. Por ello, plantea que los sistemas de ensefianza deben ser
“redisefiables,” y favorecer la resignificacion continua. Con esta finalidad, articula dimension
didactica, cognitiva, social y epistemologica, en las que se validan los saberes adquiridos por los
estudiantes y su interaccion con el maestro, el contexto y el saber. Resignificar los conceptos
geométricos relacionados con los poliedros platonicos es validar sus interpretaciones, relaciones,
calculos, predicciones, articulaciones y transferencias hechas durante el proceso, las cuales se

evidenciaron en analisis a posteriori de las actividades aplicadas.

Las resignificaciones de los conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos
suceden en los procesos que se generar en las practicas intencionadas de modelacion y prediccion
y no en el objeto matematico como tal. La prediccion y la modelacién se constituyen en
argumentos para resignificar los conceptos geométricos relacionados con los poliedros
platonicos. Estos argumentos son construidos por los estudiantes durante la implementacion de
las actividades de prediccion y modelacion y se evidencian en tres aspectos: la construccion de

significados, de procedimientos y de procesos.

Al implementar las actividades fundamentadas en la Socioepistemologia, en las que los

estudiantes experimentan, predicen, articulan y transfieren el conocimiento matematico adquirido
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a través de las practicas de modelacion, se evidencian procesos de resignificacion de los
conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos. Los hallazgos y las vivencias
durante la aplicacion de las tareas con los estudiantes del grado quinto nos muestran que si se
logra resignificar. Se evidencia comprension al enfrentarse a situaciones concretas de modelacion
y prediccion, interpretando y articulando los aprendizajes previos y los adquiridos durante la
aplicacion de cada uno de los momentos. Durante la implementacion, se evidencio la
resignificacion de los conceptos geométricos de volumen —iarea lateral—, area total del

Hexaedro, como uno de los cinco poliedros platonicos.

Se logran vincular al aula los conocimientos geométricos y matematicos adquiridos por los
estudiantes de forma espontanea en sus contextos; estos se organizan y estructuran a partir de las
relaciones establecidas en la interaccion individual y grupal en cada momento propuesto. Desde
estas particularidades, cada grupo logra articular sus saberes previos con los modelos construidos
para ser transferidos a una nueva situacion de modelaciéon. En este sentido, el conocimiento
matematico adquirido pasa de un aprendizaje abstracto, memoristico y desarticulado, a un
aprendizaje con significado, que puede ser aplicado en su contexto porque ha sido explorado,

modelado e interpretado.

El andlisis de resultados del proceso de investigacion es el insumo para el redisefio de la unidad
didactica, de tal suerte que permita resignificar los conceptos geométricos relacionados con los

poliedros platonicos, en un escenario de modelacion, incorporando el origami modular.

Nuestra intervencion en el aula, durante el proceso de investigacion, transformd nuestra manera
de pensar y asumir la construccion del conocimiento matematico que se desarrolla con nuestros
estudiantes. Hemos encontrado en la Socioepistemologia un fundamento para hacer de las
practicas de aula, situaciones funcionales y generadoras de conocimiento. Nuestro aporte a la
institucion se constituye en el disefio de una unidad didictica que enriquece el curriculo
institucional y plantea una estructura que puede adaptarse a cualquier objeto geométrico de

estudio y en diversos niveles de la educacion.
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Se le atribuye a la geometria escolar la funcion de desarrollar un pensamiento que
permita describir y representar nuestro entorno, y como la Geometria Euclidiana
resulta un buen modelo de él, no es comun cuestionarla. Sin embargo, las geometrias
no euclidianas permiten significar a la geometria euclidiana, cuestionando su estatus
universal y su relacion con el entorno. Presentamos los resultados de una
investigacion, sustentada teoricamente en la Teoria Socioepistemoldgica, cuyo
objetivo fue caracterizar procesos de significacion progresiva relativos al angulo,
mediante una exploracion didactica en geometria esférica. Se acepta de esta nocion la

variedad y la complejidad de significados tanto en la esfera como en el plano.

INTRODUCCION

A la geometria escolar se le atribuye la tarea de desarrollar un pensamiento que permite describir,
comprender y representar el espacio en el que vivimos. Localmente, la Geometria Euclidiana —
GE— potencia una buena descripcion de nuestro entorno. Ademas de enfocarnos en el entorno
local, también podemos describirlo de manera molecular y astrondmica; en estos casos las
Geometrias No Euclidianas —GNE— permiten una explicacion mas precisa (Garcia, 2016). Las
GNE, ademas de favorecer el propdsito atribuido a la geometria, potencian la significacion de la
GE. Junius (2008) expone que, si los estudiantes pueden transferir ideas geométricas del plano a la
superficie de la esfera y de la superficie de la esfera al plano, descubrirdn que muchas de esas
ideas no funcionan en la esfera y se preguntaran por qué funcionan en el plano. Dado el interés en
el desarrollo del pensamiento matematico y, en especifico, la significacion de la geometria,
resulta una fuente importante de informacion la idea de atender una vieja nocidn geométrica en

un nuevo escenario (Cruz-Amaya, 2019).

Cruz, M. y Montiel, G. (2019). Angularidad en la esfera. Una exploracion didéactica. En C. Samper y L. Camargo
(Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 107-115). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



Entre otros, los argumentos anteriores permitieron plantear una investigacion en el proceso de
significacion progresiva de la linea recta y el dangulo en la geometria esférica, un caso particular
de la geometria eliptica, una de las GNE. En busca de la caracterizaciéon de dicho proceso
mediante una exploracion didactica, esta investigacion se pregunta, qué significados de la linea y
el angulo se construyen a partir de su uso en la esfera. En este documento, se reporta el proceso

de investigacion y los resultados obtenidos relativos al angulo.

DE LA REVISION DE LITERATURA

De las consideraciones histdricas-epistemologicas, cognitivas y didacticas de las investigaciones
en la disciplina sobre el angulo y otras nociones geométricas trabajadas en el plano y en la esfera,
se destaca la falta de una caracterizacion general de angulo que contemple sus diferentes
contextos de aplicacion y sus distintas representaciones. Por ello, se acepta que el concepto de
angulo tiene naturaleza polifacética; es decir, multiples significados que dependen de la variedad
de contextos de aplicacion y representaciones. Para Aristoteles (384-322 a. C.) un angulo era una
cualidad, visto como la deflexiéon o la fractura de una linea (por su forma), era una relacion

(debido a como se define) y una cantidad (por su medida) (Rotaeche y Montiel, 2011).

En términos cognitivos, Mitchelmore y White (2000) presentan una teoria para el desarrollo del
angulo, la cual se centra en relacionar los conceptos angulares con experiencias fisicas; busca, en
su etapa final, explicaciones abstractas del angulo (dngulo abstracto), que emergen de relacionar
diferentes contextos angulares (dngulo contextual). Estos contextos son clasificaciones de
situaciones en las que se involucra el angulo (angulo situado). Mediante esta teoria, se lograron
describir siete categorias de contexto angulares (giro, lineas que se cruzan, pendientes, esquinas,
objetos y caminos doblados, direcciones y aperturas). A través de experiencias didacticas, se ha
logrado describir al dangulo segin la cantidad de lados visibles, las categorias aristotélicas y las

propiedades estaticas y dinamicas del propio concepto (Rotaeche y Montiel, 2011).

ELEMENTOS TEORICOS

Dado el interés por los procesos de significacion de las nociones matematicas, este proyecto de
investigacion se cimenta tedricamente en la Socioepistemologia. Esta pretende la teorizacion de

formas de pensamiento matemadtico, estudiando la construccion social del conocimiento
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matematico y su difusion institucional, siendo una teoria contextualizada, relativista, pragmatica
y funcional (Cantoral, 2013). Se plantea un cambio de focalizacion al estudiar los fendmenos
didacticos, “dejar de analizar exclusivamente a los conceptos matematicos para empezar a
analizarse juntamente con las practicas que acompanan a su produccion” (Cantoral, 2013, p. 46),
considerando a la matematica como una produccion humana situada cultural, historica e

institucionalmente.

El saber matemadtico es construido cuando se pone en uso el conocimiento matematico. En otras
palabras, ese conocimiento adquiere un sentido mediante su uso y se convierte en un saber. Desde
la Socioepistemologia, se contemplan cuatro dimensiones del saber —didactica, cognitiva,
epistemologica y social—. Este proyecto profundiza en las dimensiones cognitiva y social. La
dimension cognitiva trata las formas en las cuales se construyen y se apropian significados,
aceptando que la significacion se da a través de los usos de las nociones matematicas. En esta
investigacion, entendemos los usos como “las formas en que es empleada o adoptada
determinada nocion en un contexto especifico” (Cabanas-Sanchez, y Cantoral, 2012, p. 98). Estas
formas pueden ser conscientes e inconscientes, presentes de manera implicita o explicita
mediante representaciones tipicamente escolares o del contexto (Rotaeche, 2012). Por medio de
la dimension social se reconoce /o social no solo a nivel de interaccion social, sino como el

elemento que muestra, explica y justifica la construccion del saber.

A través de la interaccion del sujeto con el objeto en un contexto especifico, se caracterizan
evoluciones de practicas que constituyen el Modelo de Anidacion de Practicas (MAP), modelo que
propone la Socioepistemologia para explicar la construccion del conocimiento matematico. En su
evolucion es posible inferir los usos de las nociones matemadticas, y, con ellos, caracterizar
significados asociados a dichas nociones. En esta investigacion se utilizaron para el analisis, los
dos primeros niveles del MAP: 1) las acciones, emergentes de la primera interaccion del sujeto con
el medio, buscando una adaptacion en el entorno y una organizacion interna; para identificarlas y
caracterizarlas las asociamos a las preguntas ;qué hace? y ;como lo hace?; y ii) las actividades,
la cuales son practicas instrumentales con intencionalidad, mediadas y situadas

socioculturalmente, asociadas a la pregunta ;para qué lo hace?

Dada la naturaleza geométrica de las nociones matematicas tratadas y la blisqueda de sus usos en

la evolucion de practicas, se retoma como una de las herramientas tedricas-metodologicas, el
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Modelo de Trabajo Geométrico (MTG). Este emerge de un estudio sistémico de la naturaleza de la
geometria desde diferentes esferas de conocimiento y sus convergencias (Rubio-Pizzorno, y
Montiel, 2017). El modelo es propuesto y caracterizado por Rubio-Pizzorno (2018). Se construye
desde una epistemologica pluralista; es decir, considera la construcciéon del conocimiento
geométrico desde diferentes esferas del conocimiento, y permite el reconocimiento de lo
geométrico en la experiencia. Ambas consideraciones nos permitieron adaptarlo y hacer del MTG
una herramienta en funcion de nuestro posicionamiento tedrico general y nuestro interés

particular (Cruz-Amaya, 2019).

El MTG explica el trabajo geométrico —manera de hacer/estudiar geometria—, mediante un
esquema con dos polos: lo concreto y lo tedrico. Se describe un mecanismo de transito entre los
dos polos. Para pasar de lo concreto a lo abstracto, se requiere la prdctica geométrica de
abstraccion. Esta demanda una intuicidon empirica —permite caracterizar propiedades gréafico-
espaciales de los diagramas (representaciones graficas)— coordinada con una intuicion
sofisticada —permite caracterizar propiedades teéricas—, para interpretar los simbolos,
reconocer e identificar propiedades antes construidas en los diagramas concretos. Para pasar de
las propiedades tedricas a los diagramas de dichas propiedades, se requiere la prdactica
geométrica de representacion. Esta puede generar dos tipos de diagramas: el bosquejo —con

escasa precision— y la construccion —tiene un grado aceptable de precision—.

METODOLOGIA

Este es un estudio cualitativo-interpretativo. La naturaleza del contenido matematico tratado, el
propdsito, la estructura y la fundamentacién del proyecto de investigacion permitieron la
constitucion de un método de investigacion que se denominé exploracion didactica. Este método
esta enmarcado en tres grandes categorias: recoleccion, organizacion y analisis de los datos. Para
lograr estos tres procesos se requiere pasar por 5 pasos —planeacion del instrumento de
investigacion (una experiencia didéactica de tipo laboratorio de matematicas), protocolo previo a
la puesta en escena, puesta en escena, organizacion de los datos y andlisis de los datos—. Se
busca con ello cumplir un ciclo de la Investigacion Basada en el Disefio (IBD) —preparacion y

disefio, experimento de ensefanza y analisis retrospectivo—.
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En esta experiencia participaron 6 estudiantes (5 mujeres y 1 hombre) de ultimo afio de
bachillerato (entre 16 y 18 afios), de la Escuela Preparatoria Oficial Anexa a la Normal Num. 3 de
Nezahualcoyotl, Estado de México, México. Desde un plano didactico llamamos a la experiencia
laboratorio de matemdtica, con un disefio fundamentado por nuestro posicionamiento tedrico y
elementos historicos-epistemologicos, cognitivos y didéacticos de la revision de la literatura. El
laboratorio se disefio con una estructura general que pretende la construccion de una nocidon
geométrica en la superficie de la esfera y después una relacion con una nocion de geografia,
trastocando la interdisciplinariedad. Se buscd que los participantes exploraran, describieran y
resignificaran las nociones de linea y de angulo en la esfera, al pasar por las siguientes fases:
concepcion de la esfera de forma intrinseca, caracterizacion de la linea recta esférica,
caracterizacion del angulo esférico y caracterizacion de poligonos esféricos. Cada fase esta

compuesta por situaciones problemas, y cada situacion problema por tareas.

ANALISIS

De la tercera fase del laboratorio —caracterizacion del angulo esférico—, se retoma una situacioén
problema (cuarta situacion problema) y de ella una tarea en particular (segunda tarea), con el fin
de ejemplificar el proceso de andlisis. En esta, se presentan algunas rutas de avion en el globo
terraqueo. Primero se solicita a los estudiantes que relacionen dichas rutas y dibujen en una esfera
de unicel en blanco; después se muestran tres modelos que relacionan segmentos de linea recta en
el plano (ver Figura 1); luego, utilizando una regla plana, se les pide que dibujen dichos modelos
en un globo desinflado y seguidamente inflen el globo; posteriormente, se les solicita que

clasifiquen sus relaciones de rutas en los tres modelos y los caractericen en la superficie esférica.

/N ><

A B

A

C

Figura 1. Modelos que relacionan dos segmentos en el plano.

Fuente: Elaboracion propia.
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Por medio del MTG, se describe la practica geométrica de representacion, en los dibujos de
relaciones de rutas y modelos en el globo, y la practica geométrica de abstraccion al interpretar
representaciones, reconocer elementos geométricos e identificar diferencias en los modelos. A
través de la matriz de la Figura 2, se logré caracterizar las siguientes acciones del MAP:
relacionar rutas, modelos y medidas; interpretar relaciones, modelos y angulos; establecer
elementos de referencia; trazar elementos geométricos; clasificar relaciones; entre otras. Por
medio de los argumentos geométricos de los estudiantes, caracterizados a través del MTG y de las
acciones, se plantea la pregunta para qué hace lo que hace, para identificar la practica en el nivel
de actividad. En esta tarea, reconocemos que los estudiantes relacionan rutas, interpretan dicha

relacién como la intercepcion de dos rutas, establecen referentes, para finalmente representar esa

relacion.
Construccion social del conocimiento matematico desde la
Momento e Socioepistemologia
hipotesis
e Argumentos reflexiones y Practica en el nivel de accion

didactica -HD— | .o Stontaciones presentados
medltante ~ los pri)ced,lmlentos,
construcciones y  explicaciones en| ...« P
forma escrita, iconica, corporal o (Qué hacen? | ;Como lo hacen?
verbal.

L Momento:

confrontacion al

representar lo

observado.

Figura 2. Matriz para identificar y caracterizar acciones.

Fuente: Elaboracion propia.

En esta evolucion de practicas y considerando los argumentos geométricos, se describieron las
formas en que es empleado y adoptado el éangulo en los argumentos, reflexiones y
confrontaciones presentadas por los estudiantes, es decir, los usos del angulo en el desarrollo del
laboratorio, para explicar a partir de ellos, procesos de significacion progresiva asociada a dicha

nocion. Entre los usos del angulo se destaca el angulo como lineas que se cruzan en un punto

—incidencia y cruce—; caracterizado entre otras, por las siguientes intervenciones de los
participantes: cuando Luna —seudonimo de una de las participantes— explica los modelos: “no

tienen las mismas medidas, no tienen la misma abertura, el modelo B esta cruzado en su
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totalidad, el A solo se une y el C es una linea recta con un cachito"; o cuando Beka habla del

angulo como: “la union de dos segmentos de recta en un punto, en cualquier superficie”.

ALGUNOS RESULTADOS

Del anélisis de cada una de las tareas sobre el angulo, se lograron caracterizar cuatro actividades:
representar angulos, reconocer elementos del angulo, identificar angulos, y comparar unidades
de medida o medidas de angulos. Las primeras tres se asocian al angulo como cualidad y como
relacion, y la ultima se vincula al angulo como cantidad. Con lo que se identifica la naturaleza
polifacética del angulo, también en la superficie de la esfera. Se reconoce mayor evidencia de
confrontacion entre el plano y la superficie esférica, en el significado del angulo como cantidad
estatica y dindmica. Esta evidencia se da en la construccion —en la que se divide una linea recta
en partes iguales y se trazan segmentos, considerando el papel de la superficie— y uso de un

instrumento para medir angulos.

Mediante la evolucion de practicas en los niveles de accion y actividad, se caracterizaron catorce
usos del dngulo: el &ngulo como figura compuesta; como una relacion; como la abertura entre dos
lados; como elemento de composicion de otra figura; como lineas que se cruzan en un punto;
como giro; como indicador de direccion; como inclinacion de lineas; como unidad de medida;
como argumento en propiedades, nombres y clasificaciones de poligonos —al reconocer la
cantidad de angulos en el poligono y sus medidas—; como consecuencia de propiedades de
poligonos; angulo emergente de un punto, es decir, el &ngulo centrado en el punto de intercepcion
de dos lineas; el angulo recto como unidad referente de medida de angulos; y el angulo en la

medicion de distancias.

CONCLUSIONES

Los usos del angulo nos refieren a su razon de ser en tareas particulares, pero a medida que se
desligan de la situacién problema, nos refieren a significados propios del dngulo. Rotaeche
(2012) llama angularidad al angulo como saber matematico; es decir, al uso del angulo en
diferentes contextos. Este constructo lo retomamos, dada la caracterizacion presentada del
proceso de significacion del angulo a partir de su uso. El buscar significar al dngulo en la

superficie de la esfera provocd que los estudiantes lo cuestionaran en el plano y valoraran el
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papel de la superficie en la representacion de nociones geométricas; esto permitid que se

cuestionaran las caracteristicas propias del angulo.

Durante el laboratorio de matemadticas, se caracterizaba una nociéon geométrica y luego se
potenciaba una comparacion con una nocion de geografia, por ejemplo: puntos con coordenadas
geograficas, puntos opuestos con los polos norte y sur, lineas rectas con el ecuador y los
meridianos, y angulo con los husos horarios. En las primeras tareas los estudiantes trasladaban
ideas de la esfera al plano y viceversa. En cambio, en las tltimas tareas se mantenian en el
escenario esférico, al trasladar ideas de geometria esférica a geografia y de geografia a geometria
esférica; en ese sentido, reconocemos en la geografia un escenario fructifero para tratar la

geometria esférica.
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Esta comunicacion presenta los resultados de la investigacion adelantada por un
estudiante de un programa de formacion de maestros de matematicas y de fisica
donde se respondio a la pregunta por: jcomo favorece la refutacion a la construccion
social del conocimiento en clases de geometria de octavo grado? La investigacion,
desarrollada a partir del disefio metodolégico de la Teoria Fundamentada, permitid
proponer una teoria emergente de la refutacion en la construccion social del
conocimiento, en la que se analizaron, se caracterizaron y se relacionaron elementos
de refutacion y de construccion social del conocimiento en practicas argumentativas

desarrolladas por estudiantes de octavo grado en clases de geometria.

INTRODUCCION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El aula de clase de geometria debe considerarse como un espacio de interaccion social donde
suceden procesos de construccion social del conocimiento. Con este planteamiento, y con la
argumentacion como pretexto teorico y practico, el trabajo de grado que se pretende socializar
(Rave-Agudelo, 2018), analiz6 cémo favorece la refutacién a la construccion del conocimiento
en clases de geometria de octavo grado, a partir de una consideracion inicial de la argumentacion
- refutacion, la construccion social del conocimiento y de planteamientos acerca de la geometria
en la Educacion Matematica contemporanea (Rivas, 2005; Cantoral, 2013). Tuvo en cuenta
también los lineamientos curriculares de matemdticas del Ministerio de Educacion Nacional
(MEN, 1998), desarrollos de la Teoria de la Argumentacion y de la Argumentacion en Educacion
Matematica (Toulmin, 2007; van Eemeren y Grootendorst, 2002; Perelman y Olbrechts-Tyteca,
Rave-Agudelo, J. (2019). Refutacion en la construccion social del conocimiento: aproximaciones tedricas que

emergen de una clase de geometria. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,
24 (pp. 117-125). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



1989; Bermejo, 2006; Durango, 2017), algunos desarrollos tedricos sobre refutacion y sobre
refutacion en Educacion Matematica (Moeschler, 1979; Lakatos, 1976; Balacheff, 1991) y
algunos aspectos tedricos sobre construccion social del conocimiento (Candela, 1991; 1997; De

Chiaro y Leitdo, 2005; Leitdo, 2007; Baker, 2009; Damianovic y Leitao, 2012).

Por la revisidon anterior, se considerd pertinente pensar en que la refutacion, desde el punto de
vista de la argumentacion, tiene influencia sobre la construccidon social del conocimiento en el
contexto de aula de clase. Sin embargo, no existia un referente tedrico que se manifestara en
torno a las cualidades de la refutacion y a su injerencia en la construccion social del conocimiento

en clases de geometria, situacidon que origind el desarrollo de la investigacion.

En consecuencia, la pregunta de investigacion fue: jcomo favorece la refutacion a la
construccion social del conocimiento en clases de geometria de octavo grado?;
Adicionalmente, para responder a la pregunta, se caracterizaron elementos de
refutacion y de construccion social del conocimiento en practicas argumentativas

de los estudiantes y se identificaron relaciones entre estos elementos.

ORIENTACIONES TEORICAS

Las orientaciones tedricas iniciaron con la idea de considerar la refutacion como un desacuerdo
entre acepciones planteadas, tal y como se concibe en un contexto de didlogo cotidiano. Sin
embargo, esta idea que parece tan contundente, no tiene en cuenta que el analisis de la refutacion
en esta investigacion tiene la pretension de considerar a la argumentacion y a sus desarrollos,
como un pretexto teorico y practico con el que se fundamentan y se analizan ciertas practicas en
el contexto del aula de clase de geometria. Adicional a esto, los estudios sobre refutacion han
generado fragmentaciones que se ubican en diferentes posturas contextualizadas, como se
presenta en los debates parlamentarios (Miche, 1998), en editoriales politicas de periodicos

(Ilinca, 2009) y por supuesto, en clases de matematicas (Balacheft, 1991; Lakatos, 1976).

Los estudios revisados permitieron caracterizar algunos elementos teoéricos sobre la refutacion,
entre ellos se encontrd: un contexto reduccionista de la refutacion (Toulmin, 2007; Durango,
2017), una refutacion definida a partir de la negacion y considerada como un acto discursivo e

interactivo (Moeschler, 1979; 1980), un reto por la concesion en la refutacion (Moeschler y De
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Spengler, 1982), un estudio sobre la contradiccion (Balacheff, 1991) una refutacion considerada
como una estrategia argumentativa (Ilinca, 2009) y una estudio de la /ogica de los enunciados

cuando se refuta (Lakatos, 1976).

Por el otro lado, se revisaron estudios sobre construccion social del conocimiento que la definen
como los procesos que permiten la elaboracidn, revision, confrontacion, negociacion, adaptacion,
aceptacion y apropiaciéon de conocimientos a partir de la interaccion social (Baker, 2009;
Candela, 1991; 1997). Ademas, se caracterizaron algunas relaciones de la argumentacion con la
construccion social del conocimiento (Damianovic y Leitdao, 2011), se presento la propuesta del
argumento, contraargumento 'y respuesta y de los planos pragmatico, epistémico y

argumentativo (De Chiaro y Leitdo, 2005).

DISENO METODOLOGICO Y ANALISIS DE DATOS

La investigacion se desarroll6 a partir de un diserio emergente de la Teoria Fundamentada, en la
que se busca construir una teoria a partir del andlisis natural de los datos, haciendo uso de
procesos de codificacion que permitan la busqueda de conceptos, la generacion de relaciones y la
construccion de explicaciones de los conceptos y de las relaciones en una teoria sustantiva

(Strauss y Corbin, 2002; Glaser, 1992; Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014).

Los datos de la investigacion se tomaron en profundidad en cuatro sesiones con un grupo de
enfoque conformado por cinco estudiantes del grado octavo de la Institucion Educativa Gilberto
Alzate Avendano del sector oficial de la ciudad de Medellin, Colombia. Los datos se recolectaron
a partir de observaciones, registros de clase, entrevistas individuales, fotografias vy
videograbaciones de las sesiones con el grupo de enfoque, en las que se abordaron temas como /a

importancia de la geometria y los triangulos.

Con la transcripcion de los didlogos grabados, se realizd una codificacion abierta vertical (sesion
por sesion) y horizontal (cddigo por codigo) con el fin de generar conceptos que permitieran
definir las categorias en un ejercicio de comparacion constante. Después, se encontraron
relaciones entre las categorias y se propuso una teoria sustantiva, que fue triangulada por el

asesor del trabajo de grado con los datos y con las orientaciones tedricas.
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En la Tabla 1 se ejemplifica, en sintesis, la forma en la que se desarrolld y se

presento el analisis de las tareas en la investigacion (Rave-Agudelo, 2018).

[1] Profesor: ;Es posible realizar
triangulos donde cada uno de sus

angulos mida 80°?

El profesor instala la practica argumentativa con
una solicitud de confirmacion para todos los

estudiantes.

[2] Wolfgang: No se puede.

El estudiante revisa y reacciona dandole
continuidad al didlogo. Invalida a través de
negaciones  formales 'y  semdnticas  en
contradiccion con lo que instala el profesor. Existe
una interrelacion conflictiva que desencadena una
refutacion derivada de una pregunta. Inicia una

etapa de negociacion.

[3] Profesor: ;Wolfgang por qué
dice que no se pueden hacer
triangulos donde la medida de cada

angulo sea 80°?

El profesor revisa y reacciona con una pregunta

anidada solicitando informacion de manera

dirigida a un estudiante. El profesor busca negociar
para Existe continuidad

llegar a consenso.

dialdgica.

[4] Wolfgang: Quedarian... pues

no.... Yo creo que
todos no darian 80°. | T
i i
No, quedaria
disparejo.

En un primer momento sucede lo mismo que en el
turno [2]. Luego, con la misma idea de negociar,
presenta un ejemplo, y finalmente replica al

profesor con una asercion.

[S] Profesor: ;Por qué quedaria

disparejo Wolfgang?

Sucede lo mismo que en el turno [3].

[6] Wolfgang: [~

(l

Espere....

El estudiante revisa y reacciona dandole

continuidad al didlogo. El estudiante presenta un

ejemplo.
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[7] Profesor: ;Esto es un tridngulo? | Sucede lo mismo que en los turnos [3] y [5], pero

con una solicitud de confirmacion.

[8] Wolfgang: Claro... Toda la vida. | El estudiante revisa y reacciona déandole
continuidad al didlogo. Responde con una asercion

ironica.

[9] Clara: No. En un primer momento sucede lo mismo que en los

. _ turnos [2] y [4], pero la interrelacion conflictiva
[10] Lili: No, no es un tridngulo

. desencadena una refutacion que impugna
obviamente.

conclusiones. Continua la etapa de negociacion.

[11] Clara: Porque tiene mas de tres | Finalmente, Clara presenta una asercién con la que
lados. cierra la etapa de megociacion y concluye en el

consenso con un conocimiento mas formal.

Tabla 1. Analisis fragmento Tarea 4 - Triangulos.

TEORIA EMERGENTE DE LA REFUTACION EN LA CONSTRUCCION SOCIAL DEL CONOCIMIENTO

Esta teoria es el producto de la investigacion derivada del disefio metodoldgico seleccionado, y se
consolida como el espacio donde se concreta la respuesta a la pregunta de investigacion y donde

se evalua el cumplimiento de los objetivos propuestos.

La teoria emergente se desarrollo a partir de tres ejes: la interaccion social en el aula de clase y
la construccion social del conocimiento, la refutacion en la construccion social del conocimiento

y negociacion, consenso y construccion social del conocimiento.

El primer eje se ocupo de definir los conceptos de interaccion social y de construccion social del
conocimiento relacionandolos con la argumentacion como pretexto tedrico y practico de la

investigacion.

Asi mismo, se encontrd que la interaccion social en el aula de clase se desarrolla en diferentes
etapas (instalacion, revision, reaccion, refutacion, negociacion, consenso) y cada una de ellas
precisa del uso de diferentes tipos de actos de habla: actos de habla de locucion (solicitudes de

informacion (preguntas empiricas, tedricas o de caracter mixto), solicitudes de confirmacion o
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peticiones), actos de habla interactivos (respuestas, réplicas, confirmaciones o invalidaciones),

actos de habla locutivo — interactivos (aserciones y preguntas anidadas).

Finalmente, se definieron las direcciones dialogicas (profesor-estudiante, estudiante-profesor,
estudiante-estudiante, profesor-grupo y estudiante-grupo), las comunicaciones dialogicas
(dirigidas o impersonales), el flujo de la interaccion social haciendo un énfasis especial en la
continuidad dialdgica y en las pausas en la interaccion, y se definieron otras cualidades de la
interaccién social (argumentos monologicos, ironias, dudas, repeticiones e interrelaciones

conflictivas).

El segundo eje se denomind la refutacion en la construccion social del conocimiento. Aqui se
definid a la refutaciéon como una practica argumentativa reactiva que sucede en la interaccion
social, se hizo un llamado a entender la reaccion derivada de un acto de habla interactivo como
una forma de afectar las cualidades logicas, retoricas y dialécticas de la practica argumentativa, y
finalmente, se expuso que la refutacion puede darse como una interrelacion conflictiva en la que
se afectan las cualidades logicas y retoricas, 0 como una pausa en la interaccion que afecta las

cualidades dialécticas.

Con relacion a las interrelaciones conflictivas se definieron los tipos de negacion (semantica y
formal), los tipos de refutacion y rectificacion (derivada de una pregunta, impugna,
conclusiones, rectificacion monologica, rectificacion dialogica y refutacion con una pregunta),
los propositos de la refutacion (contradecir y complementar) y las cualidades de la refutacion
(indicadores de refutacion y la concesion). Por el lado de las pausas en la interaccion, se
definieron los propdsitos de la discontinuidad (extrapolar, enganar, ignorar, contextualizar)

como complemento a los propasitos de la refutacion.

La teoria emergente finaliza con el tercer eje que se denomind negociacion, consenso y
construccion social del conocimiento. En este eje se describen con mayor profundidad las etapas
de la interaccion social denominadas negociacion y consenso, en las que se resuelven las
diferencias entre las acepciones demarcadas por la refutacion a través de la interaccion social y
permitiendo la transformacion de las experiencias personales, las creencias y los conocimientos
previos en conceptos formales de la ciencia, como manifestacion de beneficios epistémicos y

pragmaticos en el desarrollo de la clase.
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CONSIDERACIONES FINALES

En la investigacion se logro la integracion de diferentes propuestas tedricas a partir de las
practicas argumentativas que vivenciaron estudiantes del grado octavo en un contexto de aula de
clase de geometria. Esto implic6 una reestructuracion de los desarrollos tedricos sobre refutacion
a la luz de los avances sobre argumentacion que se han desarrollado en diferentes contextos y

desde la ubicacién contextual en la Educacion Matematica.

Dicha reestructuracion no se hubiera gestado sin las bondades que tiene la teoria fundamentada
como disefio metodologico que permite proponer teorias sustantivas que expliquen los

fendmenos que suceden en el aula de clase.

Finalmente, se valor6 el uso de practicas argumentativas en Educacion Matematica en tanto que
suponen una construccion del conocimiento derivada de interacciones sociales intencionadas, en
las que se promueve la participacion, se valoran las experiencias y las creencias de los estudiantes

y se consolida un conocimiento construido a partir de refutaciones, negociaciones y consensos.
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Esta ponencia tiene como propdsito presentar el estudio de practicas discursivas no
usuales en la clase de geometria, exhibiendo algunas acciones que realiza un profesor
con el apoyo de la geometria dindmica para promover en estudiantes de grado sexto
dos aspectos del discurso matematico: vocabulario y narrativas. Para ello, se adopta la
estrategia investigativa Basada en Practicas Usuales. El marco de referencia de la
investigacion incluye una caracterizacion del discurso matematico y resultados de
investigaciones que han identificado acciones del profesor para promoverlo.
Asimismo, se muestra la relacion entre los sistemas de geometria dindmica y el

desarrollo del discurso. Finalmente, se exhibe el analisis de un episodio.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En esta ponencia se presentan avances de una investigacion que tiene como proposito caracterizar
las acciones del profesor que potencian el discurso matematico de los estudiantes y que son
realizadas con el apoyo de un sistema de geometria dindmica (SGD). La inquietud inicial surge
porque en las practicas de los autores, y en algunas investigaciones (Brendefur y Frykholm, 2000;
Alrg y Skovsmose, 2012; Krummheuer, 2012), se ha evidenciado que, en las clases de geometria,
los estudiantes pocas veces expresan y defienden sus ideas, prevalece el modelo de comunicacion
bidireccional y las tecnologias digitales pocas veces son aprovechadas para impulsar la

comunicacion.

En el campo de la educacion matemadtica, Sinclair, Moss y Jones (2010) y Berger (2011) han
estudiado la relacion entre el discurso matematico y el uso de un SGD, y reportado experiencias en
las cuales el uso de este tipo de programas contribuye al desarrollo del discurso. A diferencia de
Cardenas, W., Castro, M. y Vargas, C. (2019). Una comunidad de discurso en la clase de geometria, apoyada por la

tecnologia digital y la gestion del profesor. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 129-137). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.


mailto:mfcastros@upn.edu.co

lo que se pretende realizar en esta investigacion, ellos se centran en analizar los discursos de los
estudiantes, sin tener en cuenta el papel del profesor en la constitucion de los mismos. Respecto
al rol del profesor para favorecer el desarrollo del discurso, investigadores como Goos (2004),
Mortimer y Scott (2003) y Quaranta y Tarasow (2004) han identificado acciones del profesor
para promover el proceso de comunicacion, aspecto crucial para el desarrollo del discurso. En
esta investigacion, se busca caracterizar las acciones del profesor que, apoyadas en el uso de SGD,

favorecen el desarrollo del discurso matematico.

MARCO TEORICO

El aprendizaje en matematicas se puede conceptualizar como un cambio en el discurso
matematico. Es decir, es el proceso de cambiar de cierta manera las formas discursivas propias de
los individuos de tal manera que se asemejen a formas propias de una comunidad matematica. En
este sentido, aprender matematicas significa una iniciacion a un tipo especial de discurso, en el

cual la persona construye su propio conocimiento mientras interactiia con otros (Sfard, 2008).

Segun Sfard, el discurso estd constituido por: vocabulario (usos especificos que les dan a las
palabras), mediadores visuales (artefactos simbolicos creados para comunicarse), narrativas
(proposiciones que emplea una comunidad y las etiqueta como verdaderas) y rutinas (patrones
repetitivos que caracterizan el discurso). En particular, el discurso matematico es aquel que
incluye palabras y simbolos relacionados con cantidades y figuras, y se caracteriza porque las
relaciones entre las narrativas se establecen mediante procesos deductivos (Sfard, 2008). En el
desarrollo de esta investigacion, se tiene el propdsito de caracterizar la gestion del profesor para
promover el desarrollo del discurso matematico con el apoyo de un SGD. En este sentido,
reconocer los elementos que constituyen un discurso matematico permitira identificar estrategias

que utiliza el profesor para promover aspectos especificos que lo constituyen.

Para favorecer el desarrollo del discurso, el profesor como miembro de la comunidad de clase
con mayor experiencia, debe propiciar que los estudiantes asuman la responsabilidad de encontrar
soluciones a problemas, interactien con sus compaiieros y validen sus propias producciones. A
su vez, debe procurar que los estudiantes se vean a si mismos y a los demés como miembros de
una comunidad que aportan al proceso de aprendizaje de los demas (Goos 2004). Por su parte,

Moritmer y Scott (2013), Quaranta y Tarasow (2004) y Goos (2004) proponen algunas acciones
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que el profesor puede desarrollar para cumplir con los propositos anteriormente mencionados.
Entre ellas se destacan: orientar y guiar a los estudiantes cuando trabajan en grupo; invitar a los
estudiantes a explicar sus ideas y a solicitar la ayuda de los compafieros; mediar en las
interacciones para promover el trabajo colaborativo y favorecer la comunicacion entre
estudiantes; ceder la responsabilidad de validacion al grupo; cuestionar a los estudiantes sobre
como hallar soluciones y garantizar su validez; mantener la expectativa de los estudiantes por

validar una solucion, una postura o una idea, entre otras.

En esta constitucion del discurso, el papel de los SGD es crucial. Esto debido a que se convierte en
una herramienta que apoya los procesos de comunicacion de los estudiantes, contribuye a generar
representaciones que se transforman en mediadores visuales, apoya la produccion de narrativas y
contribuye al uso adecuado de términos matematicos. Por ejemplo, Schacht (2017) afirma que
cuando los estudiantes trabajan empleando herramientas digitales en la clase de matematicas, el
lenguaje cambia. Esto debido a que su uso permite un primer acercamiento al lenguaje
matematico, pues, aunque usan términos asociados al artefacto, estos pueden evolucionar hacia
términos aceptados por una comunidad matematica. Mariotti (2009) resalta que la gestion que
hace el profesor en relacion con el uso del artefacto (un SGD) permite el desarrollo del discurso,
pues ayuda a los estudiantes a explicitar sus significados personales y transformarlos en

significados matematicos.

METODOLOGIA

Se adopta un enfoque fenomenolégico con una aproximacion interpretativa. La estrategia
investigativa seguida es Basada en Practicas Usuales (Lesh y Kelly, 2000). En esta se realiza un
acercamiento a escenarios educativos, con la intencién de caracterizar, describir o interpretar un

fendmeno particular que se presenta en un contexto especifico.

Al enmarcar la investigacion en esta estrategia, la primera fase es la observacion. En esta se
registraron cuatro clases de geometria de grado sexto, de un colegio ubicado en Bogota, durante
el primer semestre del afio 2018. En este escenario, se encontraban treinta estudiantes, un
profesor investigador y dos observadores participantes. Los objetos matematicos estudiados
fueron poligonos. En las clases se procuraba favorecer los procesos de argumentacion y

comunicacion. Se contaba con tablets (en las cuales estaba instalado un SGD) y un televisor. La
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segunda fase es la construccion de datos. Esta empezo con las transcripciones de las interacciones
registradas. Luego, se identificaron los episodios de interacciones en las cuales las acciones del
profesor favorecian el discurso matematico de los estudiantes cuando utilizan un SGD. La tercera
fase es la construccion de una herramienta analitica. A partir de las categorias propuestas por
Mariotti (2009), Goos (2004) y Motimer y Scott (2003), se propusieron cuatro acciones del
profesor para desarrollar el discurso matematico de los estudiantes (Tabla 1). Seguido a esto, se
construyeron unas subcategorias asociadas a tres aspectos especificos del discurso: el
vocabulario, los mediadores visuales y las narrativas (Sfard, 2008). La ultima fase, corresponde al

proceso de andlisis. En esta se encuentra la investigacion.

Accion Descripcion de la accion
Solicitar a los estudiantes compartir las estrategias de solucién de un problema
A
que involucra el uso de un SGD o0 apoyarse en este para comunicar.
Seleccionar o recopilar informacion relevante con la intencidon de focalizar la
B
discusion o precisar ideas.
Utilizar las ideas de los estudiantes para establecer discusiones entre ellos y el
C
empleo de un SGD para apoyar sus ideas.
Fomentar reflexiones y autoevaluaciones de los estudiantes frente a sus ideas o
D las de sus compaifieros, cuando se discute acerca de una idea y se utiliza un
SGD.
Tabla 1. Acciones del profesor para favorecer el discurso
ANALISIS

El episodio que se analiza corresponde a un momento de la segunda sesion de clase, en la cual el
profesor propone a los estudiantes resolver el siguiente problema utilizando un SGD, en grupos

conformados por tres personas.

Dados los puntos 4, B, C, D y E, trazar una ruta que parta de 4 y llegue a A4 tal que: 1)

pase por B, C, D y E; ii) se realicen mas de tres cambios de direccion; iii) el camino
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entre un punto y otro debe ser el mas corto; iv) los recorridos se intersectan en los

puntos 4, B, C, Dy E.

Después de que cada grupo solucion6 el problema, se discutieron las construcciones propuestas.

Descripcion del episodio

Luego de que se ha concluido que ninguna terna de los puntos A,B,C,D y E pueden ser
colineales, para cumplir con la condicidon de tener mas de tres cambios de direccion, el profesor
pregunta a los estudiantes: “;qué deberia hacer para [...] garantizar que mi camino es el mas

corto?” [264].

Santiago, quien tiene la tablet que se encuentra conectada al televisor, es el primero en hacer una
propuesta: “Apequeniarlo” [265]. Sus compaifieros se rien, pero el profesor le pregunta “;qué es
apequeniarlo?” [266]. Santiago arrastra los puntos para acercarlos entre si [269]. Gabriela
interviene afirmando [...] “el camino mas corto que yo puedo hacer es el recto [representa un
segmento en el aire], porque si yo no lo hago recto quedaria mas largo [representa una curva en el
aire]; no se necesita achiquitarlo porque [...] no cambia” [270]. El profesor solicita a Gabriela:
[...] “/nos podrias decir entonces cudl es tu idea aqui con la tablet? Dices que no hay necesidad
de hacerlo asi de pequeiito. Miremos lo que hace Gabriela” [...] [272]. Gabriela toma la tablet y
afirma: “es que se supone que, para achiquitar los caminos, ahi ya no se puede hacer mas
[muestra la Figura 1], a menos que corras los puntos, porque el camino [mas] corto entre un
punto y otro es la linea recta. Porque si yo le hago mas curvas el camino va a ser mucho mas

largo” [273].

Figura 1. Figura proyectada en el televisor
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El profesor pregunta a Salomé qué opina sobre lo dicho por Gabriela [274]. En este momento,
Salome desvia la conversacidon que se estaba llevando a cabo, debido a que vuelve a enfocarse en
la segunda condicion del problema (los cambios de direccion), dejando a un lado la condicion del
camino mas corto [279]. Por tal motivo el profesor ve la necesidad de orientar nuevamente la
discusion hacia los planteamientos de Gabriela. Para ello, le pregunta a Gabriela: [...] “;Ta idea
cual es? ;[Qué lo volvamos coémo? ;Como logramos ese camino corto?” [291]. Gabriela
nuevamente muestra la Figura 1, mientras que dice “Aca [en el SGD], se supone que (...) que se
puede cambiar la distancia entre dos puntos” [292]. El profesor le indica que se apoye en el SGD y
dice: [...] “Miremos qué esta haciendo Gabriela. Estas moviendo dos puntos, ;cierto?” [293].
Gabriela expresa: “yo lo que estoy diciendo es que (...) la distancia mas corta... Por ejemplo, en
este caso la posibilidad de mover los puntos pues se da. Pero, la idea (...) que yo tengo es que el
camino mas corto entre dos puntos no es una linea curva o lo que sea, porque se demora mucho

mas, sino la linea recta, lo mas recto que hay entre dos puntos” [294].

Analisis del episodio

El fragmento anterior gira en torno a dos asuntos. El primero esta asociado al vocabulario, pues
varias intervenciones de Gabriela y Santiago tienen como proposito comunicar el significado de
la frase “el camino mas corto entre dos puntos”. El segundo asunto estd asociado a narrativas,
pues algunas de las intervenciones estan orientadas a apoyar a los estudiantes para producir y
validar la siguiente proposicion: “La trayectoria mas corta entre dos puntos es el segmento cuyos

extremos son los dos puntos”.

En relacion con el primer asunto, una de las acciones que realiza el profesor es invitar a los
estudiantes a contrastar los significados asociados a palabras generadas por el uso del programa
(Accion A- Vocabulario). La accion se desencadena a partir de la propuesta de Santiago, quien
introduce la palabra apequeriarlo [265]. Esta propuesta surge porque el profesor no les aclar6 a
los estudiantes que los puntos eran fijos. A partir de esta intervencion, el profesor indaga por el
significado que ¢l asocia a este término [266]. Aunque Santiago no responde, la acciéon que
realiza en la tablet (arrastra los puntos), lleva a Gabriela a explicitar que su idea de camino mas
corto es diferente a la de Santiago. Para ella, aunque los puntos puedan cambiar de posicion en el

SGD, cuando se pregunta por el camino mas corto se pide describir la trayectoria mas corta entre
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dos puntos fijos. Para que Gabriela pueda expresar esta idea y, a su vez, contrastarla con la
propuesta de Santiago, el profesor le pide en reiteradas ocasiones que repita su idea; a los demas
compaieros les pide opinar sobre la misma [272, 274, 291]. El profesor permite que sus
estudiantes utilicen términos asociados al programa en sus intervenciones, como el camino recto,
achiquitarlo, no cambia o se demora [270-294]. Parece ser que, expresar su idea varias veces,
permitio que al final del episodio Gabriela se expresara con mayor claridad, y que haya surgido la

necesidad de utilizar términos matematicos como linea curva, linea recta o distancia [294].

En relacion con el segundo asunto, el profesor indaga sobre las ideas o afirmaciones de los
estudiantes para favorecer que ellos mismos revisen y modifiquen las proposiciones que formulan
y que interpreten las de los demas (Accion D, Narrativas). En el trascurso de la conversacion,
surgen dos propuestas para solucionar el problema, que pueden sintetizarse por medio de las
siguientes proposiciones: “la trayectoria entre dos puntos se obtiene acercando los puntos”
(Santiago) y “la trayectoria mas corta entre dos puntos se obtiene por medio de una recta”
(Gabriela). Las acciones del profesor se centraron en apoyar un proceso de comparacion entre
estas proposiciones, que inicié Gabriela. Esto lo hace, pidiéndole a Gabriela repetir su idea y
solicitando a los estudiantes opinar respecto a lo que ella expone. Otra accién por parte del
profesor, relacionada con el segundo asunto, es priorizar las intervenciones de los estudiantes que
son pertinentes para avanzar en las discusiones (Accion B - Narrativas). Esta accion se evidencia
cuando el profesor descarta lo dicho por Salomé [291], pues lo que proponia se desviaba de la
proposicién matematica que se queria validar en el curso, que era la que habia propuesto

Gabriela.

Finalmente, tanto en ¢l asunto relacionado con el vocabulario como con las narrativas, existieron
otras acciones del profesor como la solicitud a los estudiantes de apoyarse en una representacion
realizada en el SGD para ampliar una idea o comunicarla de forma mas clara [272] (Accion A4 -

Mediadores visuales).

EXPECTATIVAS SOBRE RESULTADOS

En el andlisis presentado, podemos evidenciar como principal resultado que las acciones
realizadas por el profesor favorecieron el desarrollo el vocabulario y las narrativas, aspectos que

constituyen el discurso matematico. Por tanto, se espera que, al realizar un andlisis similar de los
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otros episodios se identifiquen: diferentes acciones del profesor que permiten un desarrollo en el
discurso matematico, oportunidades en las que el profesor no aprovecho las intervenciones de los
estudiantes para permitir un avance en el discurso, y los patrones repetitivos (rutinas) que

caracterizan el discurso matematico de esta comunidad.

Finalmente, podemos concluir que, asi como lo plantea Sfard (2008), a medida que se presenta un
cambio en el discurso de los estudiantes, ellos estan aprendiendo. Esto se debe a que se apropian

del vocabulario, hacen uso de mediadores visuales, proponen y validan proposiciones, entre otras.
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El presente documento exhibe avances de un estudio realizado para determinar si el
uso de ejemplos y de no-ejemplos en un ambiente de tecnologia digital, en tareas
dirigidas a estudiantes de primaria, incidid favorablemente en su proceso de
construccion de significado del objeto matematico tridngulo, de los diferentes tipos de

triangulo y de otros objetos relacionados con ellos.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

En un trabajo de investigacion que se adelanta en este momento, se busca contribuir al
aprendizaje de la geometria de estudiantes de grados cuarto y quinto de primaria de las
instituciones educativas en las que actualmente se trabaja. A partir de evidencias empiricas, se
identifico la necesidad de proveer un mayor apoyo a los estudiantes en el proceso de construccion
de significado de objetos y relaciones geométricas especificas. Se decidid entonces centrar la
mirada en distintas tareas que apuntan hacia la comprension de las definiciones, dado que estas
son parte importante del proceso de construccion de significado. Como indican Leikin y Winicki-
Landman (citados en Silva, 2013), definir es mas que asignar un nombre a un objeto geométrico;
es un proceso en el cual se captura el significado y el caracter de un objeto. En consonancia con
lo anterior, Tsamir, Tirosh y Levenson (2008) afirman que los ejemplos y no ejemplos juegan un
papel importante en la conceptualizacion y en el desarrollo del razonamiento, y pueden mostrar el
nivel conceptual que ha logrado un estudiante. Teniendo en cuenta lo anterior, surge nuestra
pregunta de investigacion: jcomo pueden el uso de tecnologia digital y las tareas con ejemplos y
no-ejemplos contribuir a la construccion de significado de objetos geométricos? En esta

ponencia, se presentan avances iniciales sobre el efecto de la actividad desplegada para resolver

Cetina, O., Moreno, N. y Samper, C. (2019). Construccion de significado de conceptos geométricos en un curso de
primaria. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 139-147). Bogota:
Universidad Pedagogica Nacional.



las tareas disefiadas con ejemplos y no-ejemplos en la construccion de significado de el tridngulo

y de objetos geométricos relacionados con este.

El estudio corresponde al trabajo de grado que se realizo para optar por el titulo de Maestria en
Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional (Bogot4, Colombia). Este se
encuentra ubicado en el campo investigativo de Educacion Matematica, en la linea de
investigacion Aprendizaje y Enserianza de la Geometria; especificamente, en el énfasis

“Tecnologia digital en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas”.

MARCO TEORICO

En esta seccion se presenta la postura tedrica segin la cual se concibe la construccion de
significado y los aspectos relacionados con dicho proceso. Nos referimos al uso de ejemplos y

no-ejemplos y de la tecnologia digital para promover aprendizaje.

A partir de lo que exponen Samper, Perry y Camargo (2017), construir significado consiste en
lograr compatibilidad de las ideas que un estudiante tiene de un objeto o relacion (significado
personal) con aquellas que la comunidad de referencia ha establecido (significado institucional), a
través de un proceso social y de interaccion entre estudiantes y con los objetos en estudio. A
medida que se trata al objeto o la relaciébn en diversas situaciones, se descubren nuevas
propiedades, y, por tanto, se construye significado. Es decir, el significado de un objeto es

mediado por las experiencias que se tienen con €l.

Es comun ver en la clase de geometria que las definiciones son suministradas por el profesor o,
en su defecto, por el libro de texto, y solamente se promueve la memorizacion de estas. Ello lleva
a que los estudiantes repliquen la definicién sin comprension e interpretacion. Pero segun de
Villiers (1995), los estudiantes deben tener la oportunidad de participar en la formulacion y
eleccion de definiciones para promover la construccion de significado. Ademads, Vinner (1991)
afirma que la habilidad para construir una definicion es posible indicio de comprension, mientras

que memorizarla no lo garantiza.

Tsamir et al. (2008) afirman que los ejemplos prototipicos, usualmente usados por profesores
para favorecer la conceptualizacion inicial de un objeto, pueden obstaculizar el significado

personal que se tiene de este, porque se considera que atributos no criticos forman parte del
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objeto como, por ejemplo, la orientacion o el tamano. Ellos reconocen que los no-ejemplos
aportan a la construccion de significado, no solo porque es posible distinguirlos de los ejemplos
sino porque sirven para diferenciar los atributos criticos de los no criticos, proceso necesario para
poder definir el objeto. En el caso de objetos geométricos, afiaden que ello permite ver una figura
representativa de un objeto no solo como un todo, sino como conformada de partes. Lo anterior
ofrece una herramienta potente para argumentar por qué una figura es ejemplo o no de un objeto

geométrico.

Una forma de hacer viable lo que comunican Tsamir et al. (2008) es a través del disefo de tareas
y del uso de diferentes herramientas en la clase de geometria. Perry, Samper, Camargo y Molina
(2013) afirman que el uso de geometria dindmica puede mediar en la construccion de significado
de objetos geométricos porque las representaciones construidas obedecen los postulados de la
geometria euclidiana, y, por tanto, aquellas propiedades que se mantienen invariantes bajo el
arrastre, son propiedades que definen al objeto geométrico. También permite ilustrar como la

ausencia de una propiedad convierte la representacion en un no-ejemplo de este.

DISENO METODOLOGICO

A continuacion, se presenta el disefio de dos tareas y la metodologia que se estd utilizando para
determinar si se ha incidido en el significado personal de los objetos geométricos involucrados en

cada situacion.

Disefo de tareas

En la investigacion, se disefiaron tres tareas con el objetivo de contribuir al proceso de
construccion de significado de tridngulos y otros conceptos asociados. Las tareas se pensaron
para pomover la interaccion comunicativa (proceso social) para favorecer la transformacion del
significado personal que tienen los estudiantes de los objetos y asi acercarlos a su significado
institucional. Se eligieron los objetos que se trabajan en cada tarea de acuerdo con el plan de
estudios y el curriculo de cada una de las instituciones en las que trabajamos. Antes de llevar a
clase la primera tarea, se realizé una actividad de reconocimiento de las herramientas basicas de

GeoGebra y de la funcion arrastre.
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El propodsito de la Tarea 1 es establecer la definicion de tridngulo. Se usan ejemplos y no-
ejemplos para que los estudiantes identifiquen las propiedades que definen tridngulo: 1) puntos no
colineales y ii) unién de los segmentos cuyos extremos son dichos puntos. La Tarea 1 se
desarrolla en dos momentos: uno en el que los estudiantes trabajan sin GeoGebra y otro con el
uso de esta herramienta. En el primer momento, los estudiantes, individualmente, escriben su
definiciéon de triangulo. Posteriormente, en grupos de dos o tres, comparan sus definiciones, con
la intencion de buscar diferencias y llegar a una definicién consensuada. Luego, observan en una
hoja varias representaciones (Figura 1), con el fin de analizarlas, decidir si cumplen ser o no

triangulos usando la definicion consensuada y explican el porqué de sus decisiones.

Representacidn | Repuesentacidn §
Represembacidn &
ﬁzpmmﬂl.? =
Represeniaciin 3 Repres entacidn 6
AN
,'// \\\
Figura 1. Representaciones de tridngulos y no tridngulos, item 3, Tarea 1

En el segundo momento, en un archivo de GeoGebra, los estudiantes observan las mismas
representaciones de la Figura 1. Sin embargo, la Representacion 2 no siempre es triangulo porque
al arrastrar los vértices los tres puntos pueden resultar colineales, y la Representacion 4 no es
tridngulo ya que, bajo el arrastre, los segmentos no siempre se intersecan en lo que parece ser un
vértice. El proposito es determinar si aquellas figuras que visualmente se identifican como
tridngulos se mantienen como tal bajo el arrastre. Al finalizar la tarea se solicita contrastar la
definicién consensuada con lo observado durante la exploracion para modificarla, en caso de ser

necesario.
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El propésito de la segunda tarea es construir definiciones de tridngulo acutdngulo y obtusangulo.

Inicialmente, se usan dos archivos de GeoGebra en los que se muestran ejemplos y no-ejemplos

de cada uno de esos tipos de tridngulos (Figura 2, para tridngulos acutangulos). Los estudiantes

deben determinar las caracteristicas esenciales que distinguen a cada tipo de tridngulo, a partir de

las medidas de los lados y de los angulos que tienen que encontrar. Deben consignar las

propiedades que comparten los ejemplos en una definicion.

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

BB

ol ENEER

[~
L

A C~

ES TRIANGULO ACUTANGULO

A

NO ES TRIANGULO ACUTANGULO

o

Figura 2. Pantallazo de GeoGebra con ejemplos y no ejemplos de tridngulos acutangulos

Tarea 2

Para incentivar el uso de la definicion, como tarea extraclase, los estudiantes tienen que dibujar

ejemplos y no-ejemplos de tridngulos acutangulos. Luego deben solicitarle a un adulto conocido

que analice lo que esta representado y, a partir de ello, definir triangulo acutangulo.

Finalmente, en grupo, deben responder preguntas como las siguientes:

e ;Pueden los triangulos isosceles ser acutangulos?

e ;Pueden los tridngulos isésceles ser obtusangulos?

e Cuando el tridngulo es obtusangulo, responda: ;Puede tener un angulo agudo?; ;Puede

tener dos angulos agudos? ;Puede tener un angulo recto?

Estrategia de investigacion

Para el estudio, empleamos una aproximacion de tipo interpretativa, con un enfoque

fenomenoldgico, pues se busca desentrafiar lo que dicen y hacen los estudiantes de primaria al

143



resolver las tareas y como estas contribuyen al proceso de construccion de significado. La
estrategia investigativa adoptada para el desarrollo del presente estudio es la “Entrevista basada
en tareas” que expone Goldin (2000). Su propuesta se caracteriza por realizar una indagacion
sistematica de la actividad que realizan los estudiantes, durante la resolucion de una tarea
previamente disefiada con ayuda o no de recursos, a través de un didlogo ocasionado por los
investigadores. El objetivo es rastrear los mecanismos de exploracion, las causas de sus
decisiones, las estrategias que usan y evidenciar la construccién conceptual al resolver la tarea

propuesta.

Para aprender a usar la estrategia como la propone Goldin (2000), dado que ello exige una
gestion inusual en la practica del aula, se realizd una adaptacion de esta para las dos primeras
tareas. En vez de hacer preguntas mientras los estudiantes trabajaban, las hicimos después en una
entrevista. El fin era saber qué tipo de preguntas se deben hacer, aprender a interpretar sus

respuestas, y acostumbrar a los estudiantes a ese tipo de intervencion.

La entrevista para cada grupo fue diferente pues se construyd a partir de sus respuestas
especificas. Con las preguntas que se hicieron, se buscd que los estudiantes expresaran con
claridad lo que subyace a su proceso de solucion, a sus decisiones, y que aclararan los términos
que usaban en su comunicacion. Se propuso un problema durante la entrevista con el objetivo de
poder evidenciar directamente el proceso que realizaban para resolverlo y determinar si las
preguntas hechas por el profesor eran adecuadas para obtener nueva informacion acerca de lo que
pensaban los estudiantes. Para la Tarea 3, se planificaron, con anterioridad, las preguntas que se

harian, para seguir asi la estrategia como la propone Goldin (2000).

AVANCES
Se presentan ejemplos de situaciones en las que se evidencia que el uso de tecnologia, y el uso de
ejemplos y no-ejemplos afectan significados personales. También se muestra un ejemplo de cémo

una pregunta del profesor puede sacar a la luz qué motivé una decision.

Ejemplo 1: los estudiantes utilizan e identifican una de las propiedades inmersas en la definicion
de tridngulo, que ellos mismos elaboraron, para descartar una de las figuras representadas con

GeoGebra. Publicamente, Juan e Isabel informan que la Representacion 4 de la Tarea 1 no es un
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triangulo y aluden a que no cumple con la propiedad de la unién de segmentos. Entrevemos aqui

que el uso de no ejemplos contribuyo6 a destacar la necesidad de esta propiedad en la definicion.

Ademas, se evidencia la importancia del uso de tecnologia digital, ya que mediante la funcién

arrastre y la pregunta que hace el profesor, los estudiantes reconocieron que se incumplia dicha

propiedad. Ello les mostré que no se pueden tomar decisiones inicamente a partir de lo que se ve.

Juan: No es un triangulo. No sé como decirlo realmente, pero no es
un triangulo (...)

Isabel: Si, porque los lados se separan y no podria ser un tridngulo.

Profesor: Entonces ahi nos dimos cuenta de algo. ;Como tiene que ser la figura entonces
[para ser triangulo]?

Muchos Unidas

estudiantes:

Ejemplo 2: Al finalizar la Tarea 1, evidenciamos que la geometria dindmica por si sola no incide

en el proceso de construccion de significado de los objetos geométricos, a menos que el

estudiante interprete lo que ve durante la exploracion y lo contraste con su definicion personal.

Esto se muestra en el siguiente fragmento.

Profesor:

Quiero escuchar en qué les ayudo (...) si les ayudo o no para definir el tridngulo

[refiriéndose al archivo de GeoGebra] (...)

Isabel:

A mi se me ayudo, porque yo solo decia: una figura geométrica. Pero me doy cuenta

que es un poligono con tres lados y vértices que no sean colineales.

Gracias al uso de GeoGebra, Isabel logré cambiar su significado personal, pues descubri6 nuevas

propiedades que desconocia o no tenia en cuenta para definir o referirse al triangulo, acercandose

asi al significado institucional del objeto.
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Ejemplo 3: Para resolver la tarea en la que debian dibujar ejemplos y no-ejemplos de tridngulos

acutangulos, Maria recurre a la definicion construida con Isabel, a partir del uso de los ejemplos y

no-ejemplos representados en la Tarea 2. Esto es evidencia de que la experiencia de construir la

definicion, trascendi6 hasta el punto de recordarla para poder usar la definicion.

Profesor: | ;Como hiciste la tarea [extraclase]?
Maria: Me acordé que con Isabel habiamos dicho que los acutangulos son menores de 90 y
los no acutangulos son mayores de 90 o dan 90. Entonces eso fue lo que yo dibujé.
Ejemplo 4: El siguiente fragmento refleja la importancia de los no-ejemplos, pues para

determinar lo que define un tridngulo obtusangulo, bajo la sugerencia de la profesora, Jorge se

vali6 de estas representaciones.

Profesora: | Entonces miremos los no obtusangulos, a ver qué pasa.

Jorge: jAh! Ya entendi. Tenemos que hallar la diferencia (entre los ejemplos y los no-
ejemplos) y esa diferencia es lo que define los triangulos obtusangulos (...)

Profesora: | Si sefior.

Jorge: Ok esta facil...otro de 90 jAh!, ya entendi (...) un tridngulo rectangulo no puede

ser un triangulo obtusangulo.

Asi, Jorge identifica que los no-ejemplos tienen atributos que no hacen parte de la definicion del

objeto o que carecen de alguno requerido.

Las evidencias anteriores parecen indicar que las tareas con ejemplos y no ejemplos y el uso de

tecnologia digital en estas si pueden incidir en el proceso de construccion de significado. En parte

se puede deber a que estas animan a los estudiantes a examinar, explorar y comunicar sus ideas

en la clase de geometria.
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La siguiente propuesta de indagacion nace con el propdsito de analizar las
dificultades que presentan los estudiantes de grado 7° cuando, al darse una relacion de
semejanza o congruencia entre una figura geométrica y su imagen bajo una
transformacion geométrica, no logran reconocer las propiedades que permiten
determinar qué transformacion se ha aplicado. Como soporte a la investigacion, se
tienen en cuenta a Julio (2014), Montes (2012), y lo establecido por el MEN (2006),
entre otros, respecto a la ensefianza de los objetos geométricos semejanza,

congruencia y transformaciones geométricas.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el curriculo escolar, la semejanza y la congruencia constituyen uno de los temas de gran
relevancia en el ambito geométrico. Esto requiere reconocer las unidades de una figura plana, sus
caracteristicas y propiedades, lo cual es necesario para establecer las relaciones entre una figura y
su imagen bajo una transformacioén geométrica, que ademas requiere tener en cuenta la forma, el
tamafio, la posicion y las propiedades que se mantiene invariantes bajo la transformacion (Julio,

2014).

Algunas investigaciones identifican dificultades en el proceso de aprendizaje de las
transformaciones geométricas. Julio (2014) y Montes (2012) manifiestan que los estudiantes
presentan dificultad para comprender los efectos que las distintas transformaciones en el plano
tienen sobre las figuras. Ademas, respecto a la naturaleza de las transformaciones, es decir, las

caracteristicas invariantes que permiten distinguir una transformacion de otra, Montes dice:

Cuero, G. y Manyoma, A. (2019). Transformaciones geométricas a partir de la semejanza y la congruencia. En C.
Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 149-157). Bogota: Universidad
Pedagdgica Nacional.
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[...] una de las principales dificultades que generan errores en los estudiantes al momento de trabajar
con movimientos en el plano, radica en la naturaleza de las transformaciones geométricas. (Montes,

2012, p. 26)

Generalmente, los profesores de grado 7° ensefan las transformaciones geométricas mediante el
reconocimiento del cambio de posicion de una figura. No se detienen a analizar las propiedades
de la figura y su imagen para determinar si son congruentes o semejantes, y por ello, a reconocer
que algunas transformaciones conservan medidas de lados y de angulos, y otras solo de angulos.
Por ello, el estudiante no logra reconocer las caracteristicas y propiedades de la transformacion
geométrica aplicada a una figura geométrica. No ven la relacion entre la congruencia y semejanza

con las propiedades de las transformaciones.

Dicho lo anterior, surge la siguiente pregunta: ja qué estan asociadas las dificultades que
presentan los estudiantes de grado 7° cuando, al encontrar una relaciéon de semejanza o
congruencia entre una figura geométrica y su imagen bajo una transformacién, no logran
reconocer las propiedades que permiten establecer el movimiento en particular que se ha

aplicado?

CONGRUENCIA, SEMEJANZA Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Aportes de algunas investigaciones

Para encontrar una respuesta a la pregunta de investigacion, se tendran en cuenta las
investigaciones de Julio (2014), Montes (2012), Cardenas (2013) y lo establecido por el
Ministerio de Educacién Nacional (2006), en adelante MEN, con respecto a la ensefanza de las
matematicas, especificamente, de los objetos geométricos, semejanza, congruencia y

transformaciones geométricas.

En relacion con los conceptos de semejanza y congruencia, Cardenas (2013) enuncia que dos
figuras geométricas planas son congruentes, si una de ellas se puede cambiar de posicion,
rotdndola sobre un punto, reflejdndola sobre un eje o punto, o trasladandola, de tal manera que
coincida con la otra. Para ello, se deben tener en cuenta algunas propiedades que permiten

comprender el concepto de congruencia: congruencia de segmentos y congruencia de angulos.
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De manera analoga, Céardenas (2013) expresa que la relacion de semejanza entre poligonos se
establece relacionando los lados y angulos de las figuras. Dos poligonos son semejantes cuando
las medidas de los lados correspondientes guardan la misma proporcion, y sus angulos
respectivos son congruentes. Intuitivamente, dos figuras son semejantes cuando tienen la misma

forma, aunque su tamafo sea diferente. Resumiendo,

[...] dos poligonos son congruentes, si y solamente si, existe una isometria que envia uno en el otro, y
dos poligonos son semejantes, si y solamente si, existe una transformacion que envia uno en el otro. En
este caso la transformacion puede ser una homotecia o la composicion de una homotecia con una

isometria. (Julio, 2014, p. 9)

El MEN (2006) plantea que los conceptos de semejanza, congruencia y transformaciones
geométricas deben ser abordadas en el grado séptimo para asi fortalecer el desarrollo del
pensamiento espacial. La aplicacion de transformaciones rigidas sobre figuras bidimensionales
genera la necesidad de identificar las relaciones y propiedades de semejanza y congruencia a
partir de representaciones visuales. De lo anetrior, la importancia de abordar estos objetos de

conocimiento, pues permiten establecer relaciones entre formas de las figuras y los movimientos.

Transformaciones geométricas

Las transformaciones geométricas se pueden clasificar en dos grupos: isométricas e isomorficas.
Son isométricas, si se conserva la forma y tamafo de la figura, mientras que son isomorficas, si
solo se conserva la forma. A continuacion, se muestra un diagrama que sintetiza las propiedades

de las transformaciones.
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‘ TRANSFORMA CIONES GEOMETRICAS ‘

|

ﬁ

Homeotecia

Describe el Movimiento Da cuenta del Dilatacion de una
deslizamiento de una forma reflejo de una forma a partir de un
de una figura a alrededor  de forma a partir coeficiente.

partir  de un una de una recta o

vector. circunferencia un punto

a partir de un

e

|

Figuras
congruentes

Figura 1. Diagrama explicativo de las transformaciones geométricas abordadas en la
investigacion.

Fuente: Elaboracion propia.

Se tiene que la congruencia entre figuras puede ser el resultado de una de las siguientes
transformaciones geomeétricas: rotacion, traslacion, simetria y una homotecia, cuando esta es la
identidad, mientras que la semejanza es el resultado de una homotecia. Por ello, es necesario
cuestionarse sobre la forma de como abordar las transformaciones geométricas a partir de la
semejanza o congruencia de figuras planas. Se podria hacer a través del reconocimiento de qué
hace que una figura plana sea congruente con otra, y asi, establecer la correspondencia entre los
vértices. Esto permite determinar el vector director, el angulo de rotacion, el eje o el centro de
simetria, para identificar la transformacidbn que subyace. Mientras que a través del
reconocimiento de lo que hace que una figura plana sea semejante a otra, el estudiante podra

establecer una homotecia, y determinar el coeficiente k correspondiente a dicha transformacion.
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TIPO DE . ; TRANSFORMACION
RELACION REPRESENTACION GEOMETRICA
2 Traslacion
Rotacién
SEMEJANZA
= | . Refloxion
CONGRUENCIA =~ Homotecia
Figura 2. Diagrama comparativo de la relacion de congruencia y el tipo de transformacion
geomeétrica.
Fuente: Elaboracion propia.

Para el reconocimiento de una transformacion geométrica, inicialmente se determina qué tipo de
relacion (semejanza o congruencia) se puede dar (Figura 2). Para establecer la relacion, se debe
identificar visualmente la correspondencia entre los vértices para establecer, también
visualmente, si los dngulos correspondientes son congruentes y si los lados correspondientes son
congruentes o proporcionales. Seguido de ello, se deben precisar las propiedades que permanecen
invariantes en la aplicacion de la transformacion, para poder identificarla. De acuerdo con esto, se
puede orientar el acercamiento a la semejanza, la congruencia y las transformaciones, usando el
plano cartesiano como herramienta. Esto ayuda a que el estudiante desarrolle procesos de

visualizacion y ubicacion en el espacio.
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Por tanto, es pertinente tener en cuenta los elementos que caracterizan a cada transformacion
(angulo, longitudes de segmentos, colinealidad y equidistancia de puntos, semejanza y
congruencia entre dos figuras, etc.) pues, es lo que permite identificar el movimiento que se ha

generado.

Ejemplos

En lo que sigue, se presentan ejemplos que ilustran el proceso que se puede seguir para identificar

una transformacion geométrica a partir de la relacion de semejanza y congruencia en triangulos.

Figura 3. Reconocimiento del movimiento | Figura 4. Reconocimiento del movimiento en el
en el plano a partir de la congruencia de plano a partir de la semejanza de figuras.
figuras. Fuente: Elaboracion propia.

Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 3, el estudiante podra reconocer, a través de la comparacion de los tridngulos, que la
transformacion aplicada puede ser una rotacion de 180°, una reflexion central o una homotecia
con k = —1. Mediante la identificacion de algunos elementos, tales como: tamafio y forma de
las figuras, posicion inicial y final, punto medio del segmento con extremos un vértice y su
correspondiente, entre otros, se podra reconocer el movimiento aplicado a una figura para obtener
su imagen. Para ello, se toman las rectas que contienen vértices correspondientes y se determina
que, si se intersecan, se tendria una rotacion, una simetria o una homotecia, pero si son paralelos,
se estaria presentando una traslacion. Si se intersecan y las figuras son semejantes, se estaria
presentando una homotecia; pero si son congruentes, se estaria dando una simetria o rotacion.

Ver Figura 5.
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Traslacidn

Simetria central. rotacion de 1807, Rotacion
homotecia con k= -1

Figura 5. Determinacion de una transformacion geométrica a partir de la visualizacion de rectas
que contienen los vértices correspondientes.

Fuente: Elaboracion propia.

Respecto a la Figura 4, para identificar el movimiento que subyace en la representacion, el
estudiante debe, inicialmente, identificar las propiedades que caracterizan a la figura inicial y
final. Luego debe tener en cuenta si ha habido alteracion de la forma o del tamaiio de la imagen, y
si cada vértice de la figura inicial, el correspondiente de la figura final, y el centro homotético

estan alineados. Con ello sabra si se trata de una homotecia.

METODOLOGIA

La propuesta de investigacion es de tipo cualitativo. Se desarrollard con estudiantes de una
institucion oficial del Distrito de Buenaventura. Inicialmente se disefiard un conjunto de
situaciones que permitan describir la forma como acceden los estudiantes de 7° grado al
reconocimiento de la aplicacion de las transformaciones geométricas, a partir de la relacion de
semejanza y congruencia de figuras planas. Ademas, se realizaran consultas y analisis de algunas
investigaciones que se han enfocado en la relacion entre semejanza, congruencia y

transformaciones geométricas, con la finalidad de conocer las posibles dificultades encontradas
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en la comprension de los conceptos anteriores. Asi mismo, se tendrdn en cuenta los estandares
basicos de competencia planteados por el MEN (2006), debido a que propone una relacion entre
los objetos de conocimientos a trabajar y el desempefio que los estudiantes deben alcanzar sobre

ese objeto.

EXPECTATIVAS

Se espera disefiar tareas en las que el estudiante pueda establecer conjeturas por medio de la
interpretacion de dos figuras en el plano, predecir resultados y, por ultimo, corroborarlas,
teniendo en cuenta las caracteristicas que distinguen a una transformacion geométrica de otra. A
partir de la aplicacion de las situaciones disefiadas, se espera que los estudiantes tengan los

siguientes desempefios:

e Reconozcan algunas propiedades implicitas (correspondencia entre angulos y lados
correspondientes) en cada par de tridngulos, para asi poder establecer las relaciones de

semejanza o congruencia entre ellos.

e Identifiquen los elementos propios que caracterizan una transformacion geométrica,
tales como vectores, eje de simetria, coeficiente de dilatacion, entre otros, de tal forma
que permita reconocerla al comparar dos imagenes (lo que posibilita ahondar sobre
procesos de visualizacion), y a su vez determinar el tipo de relacion (semejanza o

congruencia) que estan inmersas en ellas.

INQUIETUDES

Surgen las preguntas: ;Por qué resulta valioso trabajar el reconocimiento de las transformaciones
geométricas a partir de los procesos de visualizacion? ;Qué pautas pedagogicas y disciplinares
debe considerar el profesor para que el estudiante reconozca los distintos movimientos aplicados
a una figura en el plano, teniendo en cuenta su posicion inicial y final? ;Cuales son las
caracteristicas que debe tener una tarea para que los estudiantes puedan reconocer las propiedades

que se cumplen en las figuras después de haber aplicado una transformacion geométrica?
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AVANCES DE LA INVESTIGACION

En el desarrollo de la propuesta de investigacion, se han observado, a través de la
implementacién de situaciones didacticas, algunos factores que inciden en las dificultades que
tienen los estudiantes para establecer la relacion de semejanza o congruencia entre una figura
geométrica y su imagen bajo una transformacion. Sin ello, no podran reconocer las propiedades
que permiten establecer la transformacion particular que se ha aplicado. Dichos factores estan
asociados a la falta de comprension de los conceptos (transformaciones geométricas, congruencia
y semejanza de figuras) y de las propiedades que permiten diferenciar una transformacion de otra.
Dado que la visualizacion juega un papel importante en el proceso para interpretar las
construcciones (figuras) y establecer correspondencia de angulos y lados correspondientes,

vemos como pertinente desarrollar esa habilidad.
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Se presenta una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) para apoyar la ensefianza
de la transformacion de traslacion en un curso con estudiantes de grado 6. La THA se
disefi6 considerando la heuristica de los modelos emergentes y los estudios previos
sobre la ensefianza y el aprendizaje de la transformacion de traslacion. En esta
ponencia se pretende describir los elementos que configuran una THA, que se utiliza
como instrumento para el estudio de las practicas de profesores noveles en la
integracion de recursos digitales. La THA consta de cuatro tareas y se caracteriza
porque involucran situaciones en las que se utiliza el ambiente de geometria dindmica

GeoGebra.

INTRODUCCION

Este estudio se centra en la caracterizacion de las practicas de ensefianza de profesores noveles en
la integracion de recursos digitales. Es relevante porque los estudios evidencian la importancia de
cambiar la comprension de practicas de los profesores en el aula de clases cuando usan recursos
digitales. Ademas, los estudios muestran la necesidad de dar cuenta de la eficacia en la utilizacion
de los recursos digitales en el aula, a partir de la investigacion sobre el desarrollo profesional de
los profesores (Sinclair y Yerushalmy, 2016). Los antecedentes de esta investigacion se
organizan en cuatro tematicas. La primera hace referencia al papel del profesor en la integracion
de las TIC para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Autores como los siguientes son
representativos: Ruthven y Hennessy (2002); Artigue, Drijvers, Lagrange, Mariotti y Ruthven,
(2009); Trouche, (2004); Drijvers, Doorman, Boon y Reed, (2010). La segunda tematica se
Cumbal, L. y Carcamo, A. (2019). Una trayectoria hipotética de aprendizaje que integra GeoGebra para la ensefianza

de la transformacion de traslacion con estudiantes de grado 6.°. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 159-166). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



refiere a trabajos de investigacion que tienen por objeto de estudio los profesores noveles en la
integracion de recursos digitales; son representativos en esta tendencia Tabach (2011) y Drijvers
etal., (2014). En la tercera tematica se encuentran trabajos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria con Ambientes de Geometria Dindmica (AGD), como los de los
autores siguientes Santacruz (2012); Obando y Morales (2014) y Morera, (2013). La cuarta
tematica tiene en cuenta que en el estudio se usa la THA (Trayectoria Hipotética de Aprendizaje)
como instrumento de ensefianza, por lo que se consideran trabajos que las integran con recursos
digitales. Por ejemplo, se contemplan los estudios de Dos Santos (2013); Aranda y Callejo (2017)
; Luque, Gutiérrez y Diaz (2018) y Suarez y Ledn (2018).

Teniendo en cuenta los antecedentes, se plantean dos preguntas de investigacion: 1) ;de qué
manera los profesores noveles en la integracion de recursos digitales desarrollan sus practicas de
enseflanza usando una THA? 2) ;Como cambia el repertorio de orquestaciones y las
correspondientes habilidades de Conocimiento del Contenido Tecnologico Pedagogico (TPACK
por sus siglas en ingles) de los profesores noveles, durante un proceso de integracion de recursos

digitales utilizando una THA?

Para abordar las preguntas de investigacion se establece, como objetivo general, la
caracterizacion de las practicas de enseflanza de dos profesores de secundaria noveles en la
integracion de recursos digitales al usar la THA respecto a la transformacion de traslacion. Como
objetivos especificos se precisan: 1) disefiar una THA para la ensefianza de transformacion de
traslacion que involucre recursos digitales, 2) identificar los atributos relacionados con la
planificacion y el uso de los recursos digitales en los profesores que inician la integracion de
estos en el aula para la ensefianza de la transformacion de traslacion, 3) describir los cambios en
las practicas de ensefianza de los profesores que usan las tareas de la THA en las que orquestan
recursos digitales, y 4) describir las habilidades y el conocimiento pedagogico tecnoldgico de los
profesores en la integracion de recursos digitales para la ensefianza de la transformacion de

traslacion.

160



FUNDAMENTACION TEORICA

En este trabajo se articulan tres aproximaciones tedricas para describir las practicas de profesores
noveles en la integracion de recursos digitales: la orquestacion instrumental, la THA y la

transformacion de traslacion.

La orquestacion instrumental designa la organizacion intencional y sistemadtica, en un entorno de
aprendizaje, de los artefactos disponibles por parte del profesor en una situacidon matematica
(Trouche, 2004). En la investigacion referida al desarrollo profesional del profesor se reconoce la
necesidad de encontrar formas de integrar tecnologia con €xito en el salon de clase. Para estudios

de este tipo de procesos se acuiia la nocion de TPACK (Koehler, Mishra y Yahya, 2007).

En este trabajo, la THA se entiende como un dispositivo que orienta la gestion del aprendizaje y la
ensefanza, mediante situaciones en las que se orquestan recursos digitales. Simon (1995) la
define como una prediccidon en cuanto a la ruta por la que podria ocurrir el aprendizaje de los
estudiantes. Una THA esta compuesta por la meta de aprendizaje, las tareas y el proceso hipotético

de aprendizaje. En el disefio metodoldgico se describen los elementos de la THA y los procesos a

seguir.

La THA se piensa para el aprendizaje de la transformacion de traslacion, entendida como una
transformacion de isometria. La traslacion es un movimiento rectilineo en el plano, resultado de
desplazar el plano sobre si mismo en linea recta; es decir, dado un punto Q trasladado de un
punto P, mediante una traslacion (¢), se determinan tres elementos que configuran una traslacion:
la direccion determinada por la recta r (P, Q), la distancia d (P, Q) y el sentido que va desde P

hasta Q (Alsina, Perez,y Ruiz, 1989).

METODOLOGIA

Para estudiar un fendmeno complejo, como las practicas de ensefianza de profesores noveles en la
integracion de recursos digitales, se asume una investigacion de tipo cualitativa: estudio de casos
multiples (Creswell, 2007). Para la intervencion de aula, la metodologia de investigacion nos
direcciona en el diseno, aplicacion y evaluacion de la THA en concordancia con el objetivo de esta

ponencia.
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La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA)

La THA sirve para determinar como los profesores reflexionan para dar sentido y profundizar en
la manera como sus estudiantes aprenden, en este caso particular, el concepto de traslacion. La
ruta hipotética que siguen los estudiantes en el aprendizaje de la traslacion esta fundamentada en
investigaciones didécticas relacionada con este objeto matematico y en la integracion de

ambientes de geometria dindmica para su enseianza.

Fase 1: disefio y construccion de la THA

Para la elaboracion de THA, que usan los profesores de esta investigacion, se defini6 como
objetivo de aprendizaje reconocer el resultado de aplicar la transformacion de traslacion a figuras
bidimensionales en contextos de disefio. Este objetivo se determiné de acuerdo con los
Estandares Basicos de Competencias Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional, 2006) y
los Derechos Basicos de Aprendizaje para estudiantes de grado 6° (Ministerio de Educacion

Nacional, 2016).

Las tareas de aprendizaje se disefaron teniendo en cuenta componentes curriculares, matematicos
y didacticos del concepto de traslacion. La articulacion de las tareas y el proceso hipotético de
aprendizaje se fundament6 en el trabajo de investigacion de Jaime (1993) en el que se estudio la
ensefanza y aprendizaje de las transformaciones de isometria. Ademas, en cada una de las tareas,
se determind la actividad en consideraciéon con los niveles de los modelos emergentes

Gravemeijer (1999) (citado en Carcamo, 2017, p. 17).

En el desarrollo de la THA los estudiantes inician el estudio de la traslacion interactuando con un
software dinamico en el que deslizan diferentes figuras que son conocidas por ellos; esto
corresponde al nivel situacional de los modelos emergentes. En el nivel referencial, los
estudiantes reconocen caracteristicas visuales: conservacion de la forma, el tamafio, el sentido y
la direccion de la figura final. Al superponer la figura inicial sobre la figura final a través de un
deslizamiento sobre una recta, los estudiantes reconocen la conservacion del tamafno y la forma.
Los estudiantes reconocen en qué medida se traslada la figura identificando el segmento que
corresponde al desplazamiento de cada traslacion. Para el reconocimiento de la conservacion del
sentido, los estudiantes observan movimientos en los que la figura inicial y la final conservan el

sentido y otro en el que no. En un nivel general, la conservacion del sentido, la direccion y la
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medida en que se desplaza la figura se configuran en un segmento orientado que determina la
traslacion. Se reconoce que dos figuras se encuentran en relacion de traslacion haciendo coincidir
los elementos (puntos, segmentos, angulos, etc.) de la figura inicial con los correspondientes de la
figura final, a través de un deslizamiento en linea recta. En este nivel también se plantea el
proceso general para construir una imagen por traslacion de una figura dada. Este proceso se hace
teniendo en cuenta la coincidencia de los elementos correspondientes, por medio de la traslacion
de cada elemento para luego configurar la figura final. En un nivel formal los estudiantes
determinan la caracteristica fundamental de la traslacion: dada una figura ABC y su
correspondiente  traslacion A'B'C’, los poligonos AA'BB’,AA'CC',BB'CC’' forman
paralelogramos. En este nivel los estudiantes pueden identificar traslaciones que se realizan en

una configuracion geomeétrica.

Fase 2: intervencion con la THA

Para este trabajo de investigacion se seleccionaron dos profesores y sus respectivos estudiantes de
grado 6° de educacion bésica secundaria. Los profesores, que intervienen con la THA, son noveles
en el uso de recursos digitales en sus practicas de ensefianza, tienen experiencia en servicio de 30
y 15 afos y laboran en la institucion hace 1 y 2 afios, respectivamente. Uno de los profesores es
licenciado en matematicas especialista en docencia; el otro es licenciado en biologia y quimica.

Actualmente, se desempefian como profesores de aritmética, geometria y estadistica.

La ponencia busca resaltar el papel de la THA en la descripcion de las practicas de los profesores,
seflalar la complejidad del disefio de una THA y su configuracion para la ensefianza de la

transformacion de traslacion.
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En este documento compartiremos resultados parciales de una investigacion que tiene
por objetivo caracterizar aprendizajes en la formacion de un ciudadano
matematicamente competente. Para dicha investigacion se desarrolla una serie de
talleres fundamentados en una dimension historico-epistemologica para el estudio de
la trigonometria. Segiin Guacaneme (2016), existen tres formas de intervencion de la
historia como recurso didactico: para usar, para integrar o para permear la ensefanza.
Para ello, se disefiaron un conjunto de talleres para el estudio de la trigonometria con
estudiantes de décimo grado de un colegio de Bucaramanga. Se describe la estructura
didéctica lograda para el disefio de los talleres que componen la secuencia y se

presenta uno de los disefios.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La trigonometria cuenta con una fuente muy rica de situaciones, escenarios y episodios de la
historia que pueden ser utilizados como recursos didacticos para su enseflanza y aprendizaje. Asi,
valdria la pena recuperar de la historia de la trigonometria problemas con soluciones simples pero
brillantes, ideas geniales y momentos para problematizar su estudio en clase. Algunos autores han
identificado algunas dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria. Moore
(citado por Fernandez, Ruiz y Rico, 2016), Lakatos (citado por Maza, 1994) y Nolla (citado por

Gonzales, 2004) mencionan, entre otras, que:
a) Se desconoce la conexion de la trigonometria con la realidad.

b) Se presentan modelos graficos imprecisos para los objetos de la trigonometria.

Gutiérrez, J. y Parada, S. (2019). Estructura didactica basada en el componente historico-epistemologico: el caso de
la razén geométrica. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 167-
175). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.
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c) Se utilizan muy poco las tecnologias digitales.
d) La actividad del aula desfavorece la actitud critica.
e) El curriculo desaprovecha su contenido histérico y epistemoldgico.

Ante esta problematica, en la investigacion que aqui se reporta se pretende responder la siguiente
pregunta: ;como el desarrollo de un conjunto de talleres, fundamentados y orientados desde una
dimension historico-epistemologica favorecen la formacién de un ciudadano matematicamente

competente?

MARCO CONCEPTUAL

Ser matematicamente competente en el marco de los estandares nacionales (MEN, 2006) significa
cumplir cada una de las siguientes caracteristicas: formular, plantear, transformar y resolver
problemas a partir de situaciones de la vida cotidiana, de las otras ciencias y de las matematicas
mismas; utilizar diferentes registros de representacion o sistemas de notacion simbolica para
crear, expresar y representar ideas matematicas; usar la argumentacion, la prueba y la refutacion,
el ejemplo y el contracjemplo, como medios para validar y rechazar conjeturas, y avanzar en el
camino hacia la demostracién; dominar procedimientos y algoritmos matematicos y conocer

como, cuando y por qué usarlos de manera flexible y eficaz.

Dado que un objetivo importante de la propuesta es el disefio de talleres en las que se rescaten los
aspectos historico-epistemoldgicos, asumimos como referente el trabajo de Guacaneme (2016) en
el cual se reconoce a la Historia de la Matemdtica como un recurso didactico fundamental tanto
en la formacion de profesores como en la puesta en escena en el aula. Este enfoque se ha
conceptualizado de tres formas distintas: 1) la Historia de las Matematicas como uso: en este
sentido, se pueden incluir por ejemplo anécdotas o referencias historicas a obras matematicas o
matematicos. i) La Historia de las Matematicas como integracion: Guacaneme, menciona que es
una manera de aludir no solo al uso de la Historia de las Matematicas, sino a una enseflanza
efectiva de las Matematicas y de la Historia de las Matematicas a través de esta. iii) La Historia
de las Matematicas para permear la ensefianza: se cumple cuando se emplea informacion

histérica como criterio orientador en la estructuracion de una propuesta curricular.
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ASPECTOS METODOLOGICOS

La investigacion de aula, que aqui se reporta, sigue una metodologia meramente cualitativa,

estructurada en las siguientes fases de trabajo:

Fase 1.

Sistematizacion de literatura de corte historico y epistemologico

En esta fase se realizo la recopilacion y sistematizacion de los documentos fuente de

conocimientos histdricos y epistemologicos de la trigonometria.

Fase 2. Diseno de la secuencia de talleres

Es precisamente de esta etapa que presentaremos los primeros resultados. Después de recopilar y

sistematizar documentos con aportes historicos y epistemoldgicos, se logré consolidar una

estructura que permanece invariante en cada uno de los talleres para la intervencion en el aula.

Los elementos que hacen parte de la estructura son los siguientes:

Indicadores de logro: Para cada taller, se definen tres indicadores de logro que apuntan a
la formacién de un ciudadano matematico competente (MEN, 2006), uno por cada

dimension; el saber-saber, el saber- hacer y el saber-ser.

Preguntas orientadoras: Las preguntas aluden a hechos historicos, biografias, problemas

que se eligen en funcion del objeto matematico de estudio de clase.

(Qué sabemos de? Esta actividad puede realizarse de forma escrita u oral, en la que se
plantean una serie de situaciones o preguntas que permiten valorar presaberes del objeto

matematico a tratar en la clase.

Recurriendo a la Historia: Para la elaboracion de este apartado, inicialmente se
selecciona el objeto matematico de estudio. Luego se hace una seleccion previa de la
literatura y de recopilacion de material bibliografico y de elementos audiovisuales
(didacticos) que pueden enriquecer el estudio de dicho objeto mateméatico desde un

enfoque historico-epistemologico.
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e Haciendo en contexto: Planteamiento de situaciones que muestren conexion directa con
la realidad (con la cotidianidad), con el entorno (con la tecnologia), o dentro de la misma

matematica, y que hagan uso o aplicacion del objeto de estudio de interés.

e Desarrollo conceptual: Construccion guiada del concepto para reconocer sus elementos
esenciales tales como propiedades, caracteristicas, relaciones, conexiones,

representaciones, contenidos, extensiones, definiciones, etc.

e Matematicomania: Disefiada para la ejercitacion y aplicacion de los conceptos
adquiridos mediante las actividades anteriores, se pretende clarificar, afianzar y
desarrollar habilidades de pensamiento, mediante la formulacién de preguntas que exijan

la comprension de los conceptos y de los procedimientos asociados.

e ;Qué aprendimos de? Proceso de valoracidon del aprendizaje mediante la observacion,
registro, recoleccion, organizacién, revision y andlisis de toda la informacion
relacionada con cada uno de los distintos aspectos asociados con el desempeiio, el
desarrollo y evolucion del estudiante en los diferentes saberes en las que se describen las

competencias (saber-saber, saber-hacer, saber-ser).

e Para profundizar: En este apartado se agregaran las referencias bibliograficas de los
textos usados como apoyo en el disefio del taller y se ofrecera una bibliografia
complementaria para los estudiantes que estén interesados en profundizar en los temas

presentados.

Fase 3. Intervencion en el Aula

En esta fase se implementd la secuencia de talleres. Se realizo durante aproximadamente tres
meses. Para ello, se disponia de cuatro horas semanales de clase (distribuidas en dos bloques de

dos horas).

Fase 4. Analisis de la informacion

La finalidad de esta fase consiste en analizar los resultados con el fin de alcanzar los objetivos

propuestos de la investigacion. Actualmente, la investigacion se encuentra en esta fase.

Estudio de la razén geométrica desde su componente histérico-epistemoldgico
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En este apartado describiremos el taller disefiado para el estudio de la razén geométrica,
siguiendo la estructura descrita en la Fase 2 del apartado anterior. Para dicho taller se plantearon

los siguientes Indicadores de logro:

I.  Interpreta como un numero, como un porcentaje 0 como una razén geométrica a la
cantidad que surge de la comparacion por cociente de las medidas de dos lados
cualesquiera de un tridngulo rectangulo.

II.  Resuelve problemas sobre la cotidianidad aplicando el concepto de razéon geométrica
construido mediante el recurso histoérico.

III.  Reconoce el valor que ofrece el estudio de problemas histéricos para indagar sobre la
realidad, para entender el caracter cientifico del conocimiento matematico y para
establecer la relacion entre los modelos abstractos de la matematica y las situaciones de

contexto.

Previo a la clase, se plantean a los estudiantes unas Preguntas orientadoras, con el fin de que
consulten y lleguen a la clase con algunas ideas que permitan introducir al tema. Para esta sesion
se plantearon las siguientes preguntas: ;Quién fue Tales de Mileto? ;Cudl era el pensamiento
filosofico de Tales? jPor qué le dio gran importancia al agua? Encuentre e interprete algunas
frases célebres de Tales, ¢l asombro a los egipcios midiendo la altura de las pirdmides sin tener
que subirse a ellas y solo usando la longitud de la sombra ;Cémo lo hizo? ;Coémo identifico
Tales el concepto de razén geométrica para medir la altura de la gran piramide? ;Coémo puede
explicar que Tales hizo un proceso de abstraccion matematico para calcular la altura de la gran

pirdmide?

Para iniciar la clase, se socializan las respuestas que los estudiantes traen de las preguntas
orientadoras. Esto permite que se dé una discusion interesante y a partir de alli se valore Qué
saben de la razon geométrica. Para ello, se plantean preguntas como: Juan Sebastidn afirma que
si al amplificar una fotografia de 4 cm X 7 cm se aumenta el ancho a 10 cm, entonces el largo se
aumenta a 13 cm. Miguel le dice que no estad de acuerdo pero que no sabe como explicarlo.
(Como puede usted ayudarle a Miguel a explicar o, si esta de acuerdo con Juan Sebastian, coémo

confirma su afirmacion?
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Luego se pasa al apartado Recurriendo a la historia; en ¢l se incluye un episodio de la historia
en el que el personaje principal es Tales de Mileto; en el episodio se requiere introducir lo que es
la razon geométrica (ver Figura 1). El objeto de la tarea es analizar la razon geométrica que, para
Tales surge del proceso de abstraccion que hizo para resolver un problema real. Aqui el uso de la
historia funge como uso y como integrador, de acuerdo con Guacaneme (2016). Como uso
porque presenta un episodio histdrico y, como integrador, porque muestra el posible origen de los
conceptos de razéon geométrica y proporcion, y su uso para encontrar, de manera indirecta, una

medida. La situacion descrita puede facilitar la comprension de dichos conceptos.

Recurriendo a la Historia Tales y la piramide

Cuenta la leyenda relatada por Plutarco que Tales de Mileto, uno de los llamados siete sabios
de Grecia, durante uno de sus viajes a Egipto se encontrd cierto dia visitando la Necrdpolis
con el joven e inquieto Rey de Egipto, quien deslumbrado por la fama y sabiduria de Tales le
preguntd si podia medir la altura de la majestuosa pirdmide de Keops que se levantaba ante
ellos.

Era por la mafiana, muy temprano, y acababa de salir el sol
por el horizonte. Es sabido que a esa hora las sombras que las

personas y los objetos proyectan son muy largas, luego se
acortan a medida que avanza el dia, sobre todo al mediodia, y
ya por la tarde empiezan de nuevo a alargarse. Ante la
pregunta del Rey, Tales reflexioné unos instantes y le contesto

que no solo la calcularia, sino que incluso la mediria sin ayuda
de ningiin instrumento. Dicho esto, tomo6 dos bastones de igual
longitud (también pueden ser distintos, e incluso con uno solo
es posible), colocdé uno en posicion wvertical y el otro en

horizontal, y se puso a esperar. Como todavia era muy pronfo,
la sombra proyectada por el bastén wvertical superaba con
miucho la longitud del bastén horizontal, pero a medida que
avanzaba el dia esa sombra se fue acortando. Cuando su
longitud se hizo igual que la del baston apoyado en la arena, Tales le dijo al Rey: “Ahora ya
es muy fdcil conocer la altura de la pirdmide”. ;Por qué?

Figura 1. Adaptacion del problema de Tales y la Piramide.
Fuente: https://eltrasterodepalacio.wordpress.com/2013/01/14/la-altura-de-la-

piramide-de-keops-y-el-teorema-de-tales/

Posteriormente, para Hacer en contexto, proponemos la siguiente situacion en un dia soleado y
en un espacio descubierto del colegio: trabajando en grupos de tres estudiantes, uno sostiene una
vara delgada de un metro de longitud en posicién vertical mientras otro estudiante mide la
longitud de su sombra. El tercer estudiante registra las medidas, luego con esos datos se les pide

construir en el papel y a escala el objeto geométrico (tridngulo rectangulo) resultante de esta
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experiencia. Ahora se les formula dos preguntas: ;Cudl es el cociente entre la medida de la
longitud del objeto y la medida de la longitud de la sombra? Si se esperan 15 minutos y
repetimos, para el mismo objeto, la mediciéon de la longitud de su sombra y se calcula

nuevamente el cociente, ;obtendremos la misma razon? Justifique su respuesta.

La siguiente tarea se propone para Matematicomania; se basa en el episodio historico de

Eratéstenes y la medicion de la circunferencia de la Tierra.

Matematicomania
Eratostenes midid la circunferencia de la tierra en el afio 240 a. C., basandose en su
curvatura. Siendo Director de la Biblioteca de Alejandria, encontr6 en un papiro que en
Siena (Egipto), el dia del solsticio de verano (21 de junio), los rayos del sol caian
perpendicularmente a las 12:00 am (una vara vertical en Siena no produce sombra). Sin
embargo, ese mismo dia, a la misma hora en Alejandria (Egipto) situada 5000 estadios
(unidad egipcia de longitud) al Norte (sobre el mismo meridiano), los rayos solares
caian con un angulo de inclinacion (una vara vertical en Alejandria produce sombra) de
7,2° respecto de la vertical. Este angulo es exactamente el mismo angulo que se forma
en el centro de la tierra si se prolongan las dos varas hacia dicho punto. (Ver Figura 2).
Con esta informacion y aplicando el concepto de razon geométrica, responde: ;Cuantos
estadios en la superficie de la Tierra se tienen por cada grado sexagesimal en el centro
de la Tierra? Calculen la longitud de la circunferencia de la tierra en Km. (Consulta en

Internet la equivalencia entre Km y Estadios egipcios).

Distancia entre Siena (Asuin)
y Alejandria= 500estadios

Alejandria
- Siena
-
7

Incidencia de los rayos solares
en el solsticio de verano

@ =360/50
=172
a

Alejandria Siena

Luz solar

Figura 2. Representacion del problema de Eratostenes.

Fuente: https://ocw.unican.es/mod/book/view.php?id=955&chapterid=122
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La pentltima actividad, ;Qué aprendimos? Plantea el siguiente problema: la sombra de un arbol
mide 9 m a la misma hora que la sombra de una vara de 1 m de altura mide 1.5 m. Construya una
grafica a escala (representacion geométrica) del problema. Halle la altura del arbol. ;Cual sera la
altura de otro arbol que a la misma hora produzca una sombra de 12 m? ;Serviria estd misma

razon para hallar la altura de los arboles a otra hora distinta? ;Por qué?

Para finalizar, se presenta el apartado Para profundizar, en el que se dan unas ligas a blogs y

paginas web donde se encuentra informacion para profundizar en la tematica presentada.

APORTES Y PERTINENCIA

La estructura de los talleres que se presentan en esta investigacion se considera un aporte al
campo de la educacion matematica. Tanto la estructura como las tareas son originales; su
fundamentacion tedrica hace uso de la didactica, de la historia, la filosofia y la epistemologia de

la matematica.

Después de experimentar con este enfoque por muchos afios y con distintas generaciones de
estudiantes por dos afios consecutivos (décimo y undécimo) de la media vocacional, se ha podido
observar en ellos algunos cambios de conducta importantes en su manera de pensar y de actuar;
aprenden a escuchar, desarrollan pensamiento critico, elevan su autoestima, enriquecen su
cultura, adquieren una visiéon mas profunda del conocimiento, tienden a autoevaluarse, obtienen
mejor comprension de los conceptos, entienden la conexion de la matematica con otras ciencias.

Estos son elementos que parecen reflejar el influjo de la propuesta.

El enfoque y el contenido de la experiencia de aula que se estd compartiendo en este documento,
muestran como favorecer el aprendizaje de la trigonometria. A través del recorrido histérico se da
significado y uso a nociones basicas de la geometria como: angulo, tridngulo rectangulo,

semejanza de triangulos y razén geométrica.
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Presentamos el avance de un estudio realizado en dos colegios de Bogoté, con el fin
de analizar la interaccién que sostienen el profesor y los estudiantes en una clase de
geometria, enfocandonos en la naturaleza de los argumentos que circulan en esta
interaccion y en la participacion de cada individuo. El ejercicio tiene la intencion de
determinar la correspondencia que hay entre lo que sugieren algunos referentes
tedricos, en torno a como deben ser las acciones del profesor para fomentar las

participaciones en las que se evidencien argumentos y la realidad de las clases.

INTRODUCCION

Recientemente se han considerado las participaciones orales de los estudiantes como elemento
fundamental para el aprendizaje de las matemadticas. Esto es corroborado por Sfard (2008), quien
afirma que las matematicas se conceptualizan a través del discurso, de tal manera que cuando se
investiga sobre el aprendizaje, se debe conocer coémo modifican los estudiantes sus acciones
discursivas. En los estandares del NCTM (citados en los Lineamientos Curriculares de

Matematicas, 1998), se sugiere también, que:

Las clases deberian caracterizarse por las conversaciones sobre las matematicas entre los estudiantes y
entre éstos y el profesor. Para que los profesores maximicen la comunicaciéon con y entre los
estudiantes, deberian minimizar la cantidad de tiempo que ellos mismos dominan las discusiones en el

salon de clase (p. 74).

Ademas de la importancia dada al desarrollo de un discurso por parte de los estudiantes, también
es fundamental prepararlos para atender a las demandas que la sociedad impone, incluyendo entre
Hernandez, C., Velasquez, L. y Sua, C. (2019). En bisqueda de la argumentacion: una mirada a la clase de

geometria. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 177-185).
Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.
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estas la capacidad de ser criticos y reflexivos (Flores, Gémez, y Flores, 2010). Para estos mismos
autores es posible alcanzar estas capacidades a partir de la argumentacion matematica. La
geometria es considerada como una herramienta que permite interpretar y entender el mundo
espacial; por tanto, es una fuente de modelacion con la que es posible fomentar la argumentacion
y promover interacciones en torno a modelos y figuras sobre los cuales es posible discutir
(Ministerio de Educacion Nacional, 1998). La argumentacion en la clase y las discusiones que
puedan surgir alrededor de esta se logran a partir del uso de “argumentos geométricos para
resolver y formular problemas en contextos matematicos” (p. 17) , asi como a través de la
validacion o rechazo de conjeturas, lo cual favorecen acciones como probar, refutar, dar o pedir

razones (Ministerio de Educacion Nacional, 2006).

A partir de lo anterior, se esperaria que los estudiantes tengan un rol mas activo en las clases de
geometria. Sin embargo, en nuestra experiencia de practica inicial en la Licenciatura en
Matematicas, en la que se hicieron observaciones sistematicas de clases de distintos profesores en
diversas instituciones en contextos cotidianos, se constatd que muchas clases de matematicas se
caracterizan por ser dirigidas por un profesor quien imparte el conocimiento de manera magistral,
muchas veces de forma algoritmica, mientras que los estudiantes juegan un rol pasivo, en el que
las posibilidades de participacion son limitadas. Bajo la panoramica anterior nos cuestionamos

por la realidad de lo que ocurre en las clases.

En este documento presentamos algunos resultados derivados de la observacion de dos clases de
geometria a cargo de dos profesores distintos. En esta via se han realizado algunos ejercicios
analiticos que permiten reconocer la naturaleza del discurso y la argumentacion, asi como la
relacion entre ellos. Buscamos con ello reconocer si realmente en una clase de geometria circulan
ideas argumentadas sobre los objetos matematicos involucrados, como lo sugieren algunos

referentes teodricos al respecto, y si estas son auténticas.

MARCO TEORICO

A continuacion, presentamos dos referentes tedricos en los que se enmarca este estudio; la
propuesta de Harel y Sowder para analizar los tipos de argumentos y la propuesta de Goffman

para estudiar la autenticidad en las participaciones.
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ESQUEMAS DE ARGUMENTACION

Harel y Sowder (1998) caracterizan los argumentos que se evidencian en las interacciones en
clase. Esta clasificacion surgi6 a partir de un estudio realizado con estudiantes de carreras afines
a las matematicas, lo cual permitié a los autores describir 16 subcategorias, agrupadas en tres
esquemas de argumentacion denominados: conviccion externa, empiricos y analiticos. Cada
categoria corresponde a un fendmeno evidenciado reiteradamente en varios experimentos
empiricos de ensefanza. Flores (2007), quien adopta esta propuesta, define los esquemas de
argumentacion como todo aquello que utiliza una persona para convencer a otra y a si misma

sobre la verdad o falsedad de algin hecho matematico.

Esquema de argumentacion de conviccion externa

e Autoritario (CE-A): se caracteriza por sustentar declaraciones mediante agentes externos

como libros o individuos sobre los que su veracidad no se cuestiona.

e Ritual (CE-R): se caracteriza por sustentar declaraciones a partir de la apariencia o la
forma que determinada comunidad adopta para presentar este tipo de declaraciones,

algunas veces sin tener en cuenta el contenido.

e Simbdlico (CE-S): se caracteriza por sustentar declaraciones mediante el uso de

simbolos, de los cuales no se tiene consciencia o no se tiene en cuenta su significado.
Esquema de argumentacion empirica

e Perceptual (E-P): se caracteriza por sustentar declaraciones en imagenes mentales

prototipicas que no necesariamente exhiben un pensamiento deductivo.

¢ Inductivo (E-I): se caracteriza por involucrar algunos ejemplos como sustento de alguna

declaracion.

e Ejemplo y contraejemplo (E-EC): se caracteriza por sustentar declaraciones a partir de las
inferencias que se hacen al observar multiples casos en los que se cumple una condicion

Yy c€asos €n los que no.

179



Esquema de argumentacion analitica

e Transformacional (A-T): se caracteriza por involucrar objetos que sufren

transformaciones con un fin especifico. Esto incluye una anticipacion de los resultados.

e Axiomatico (A-A): se caracteriza por sustentar declaraciones con base en justificaciones

apoyadas en una cadena logica deductiva, en la que se hace uso de un sistema

axiomatico de referencia establecido previamente.

ANALISIS DE LA PARTICIPACION SEGUN LA ORIGINALIDAD

Para hacer un analisis de la participacion de los estudiantes tomamos la propuesta de Goffman

(1981, citado en Krummheuer, 2015, p. 7) quien hace una clasificacion de las declaraciones,

segun la originalidad y la responsabilidad de quien las presente, en términos de su sintaxis y

semantica.

Categorias | Caracteristicas de la participacion

Autor La persona es completamente responsable de la sintaxis y semantica de su
participacion; es decir, expresa su propia idea con sus propias palabras.

Trasmisor | La persona no es responsable ni de la sintaxis ni de la semantica de su
expresion; es decir, que en su participacion no hay originalidad en las ideas,
ni en las palabras que usa.

Fantasma | La persona es responsable de la semantica, pero no de la sintaxis de la
expresion; es decir, si se formula una idea propia con apoyo de una
expresion conformada a partir de participaciones anteriores.

Portavoz | La persona parafrasea alguna idea de otra persona, por tanto, no es
responsable de la semantica, pero si de la sintaxis de la participacion.

Tabla 1. Andlisis de la participacion segun la originalidad

180



DISENO METODOLOGICO

Este estudio se deriva del proyecto “Voces de los estudiantes en la clase de geometria” realizado
por el equipo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£ - G). Aun cuando

el proyecto de investigacion ya contaba con una revision de literatura sobre aspectos
metodoldgicos, conceptuales y algunos antecedentes, emprendimos una busqueda adicional de
referentes, en atencioén a los aspectos que configuran el marco tedrico, asi como antecedentes
investigativos relacionados con nuestro asunto de interés. Luego, tomamos las trascripciones de
cuatro clases de geometria, dos del grado sexto del colegio Instituto Pedagogico Nacional (IPN) y
dos del grado séptimo del colegio Calasanz, ambos ubicados en Bogota, que nos fueron provistas

por el grupo de investigacion (£ - G). Estas transcripciones fueron fragmentadas por episodios

en atencion al aspecto del objeto matematico que en cada una se involucraba. Cada clase permitio
identificar en promedio siete episodios; en cada uno, las intervenciones de los miembros de la

clase fueron analizados en funcion a los referentes conceptuales abordados en este documento.

AVANCES DEL ESTUDIO

Hasta la fecha hemos avanzado en el analisis de las cuatro clases. En la ponencia presentaremos
dos ejemplos, uno de colegio IPN y otro del colegio Calasanz. En cada ejemplo mostraremos el
analisis de dos intervenciones en las que se evidencian argumentos; las primeras expresiones de
ambos ejemplos se categorizan como de la autoria del estudiante que las presentan, mientras que
las ideas de los segundos estudiantes son un parafraseo de las ideas anteriores. Todas las
intervenciones se consideran esquemas de argumentacion, a partir de la definicion de Flores

(2007), puesto que un estudiante intenta convencer o persuadir a otro de alguna idea.
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Figura 1. Construccion inicial de Camila  Figura 2. Construccion de Camila luego
del arrastre.

Fuente: Elaboracion propia. ., .
prop Fuente: Elaboracion propia.

En el 1PN se analiz6 una clase de grado sexto. El objetivo principal de la clase era construir un
triangulo isosceles y un triangulo equilatero con el software GeoGebra, con la condicion de que
fueran invariantes en el arrastre. Para ello, al iniciar la clase el profesor repasé conceptos como
definicion de circunferencia, equidistancia, triangulo isdsceles y triangulo equilatero, vistos en
clases anteriores. Para la construccion del tridngulo isosceles, primero se hizo un trabajo por
grupos y luego se socializaron algunas construcciones, entre ellas la de Camila (Figura 1), la cual
consistio en construir una circunferencia con centro en A radio AB, y otra circunferencia con
centro en B y radio BC, de tal manera que parecia que la segunda circunferencia contenia el
centro de la primera, de manera similar a la construccidon de un tridngulo equilatero. La mayoria
de los estudiantes estuvieron de acuerdo con la construccion, asi que el profesor solicito arrastrar
los vértices para verificar si las propiedades eran invariantes, y en efecto el tridngulo seguia
siendo isosceles (Figura 2). A pesar de esto, Gabriela refutd afirmando que: “me parece que es
muy innecesario el otro circulo, porque si lo necesitara seria para hacer un triangulo equilatero”.
Algunos estudiantes apoyaron la idea de Camila, entre ellos Santiago, quien afirmo: “A ver. En el
trabajito no decia que, que no se pudieran usar cualquier herramienta; y, pues (...) cualquier

herramienta; ella en este caso usé dos circulos”.

La intervencion de Santiago deja ver un esquema de argumento que se apoya en el enunciado de
la tarea, con lo cual intenta convencer a algunos de sus compafieros que en la actividad no hay
restricciones en el uso de las herramientas, siempre y cuando se cumpla con el objetivo. Es por lo
que esta intervencion se clasifica como esquema de argumentacion por conviccion externa
autoritario (CE-A). Como Santiago es el primer estudiante en presentar esta idea se considera que
es de su autoria. Posteriormente, una estudiante (Maria Jos¢) participo, apoyando la construccion

de Camila: “Si, porque se puede hacer de diferentes formas”.
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Esta intervencion recoge la idea de Santiago, en la que también se presenta un esquema de
argumentacion CE-A debido a que se basa en la autoridad de la tarea propuesta, en la que no se
especifica la metodologia para desarrollarla, con la intencién de persuadir a sus demas
compaieros de la validez de la construcciéon de Camila. A pesar de esto, la idea no es de su
autoria ya que no hay autenticidad en la semantica, pero si en la sintaxis, siendo ella portavoz de

dicho argumento.

La clase del Calasanz gir6 en torno al tema de la semejanza entre poligonos. En ella, los
estudiantes propusieron varios ejemplos de pares de figuras y por medio de las participaciones se
determin6 qué figuras eran semejantes. Uno de los ejemplos propuestos por el profesor consistio
en dos cuadrilateros que a primera vista parecian semejantes. A partir del ejemplo se generd una
discusion con el fin determinar si las figuras en efecto eran semejantes. Los estudiantes afirmaron
que los angulos correspondientes en ambas figuras eran congruentes, aunque las figuras tuvieran
diferente tamafio. Luego, la discusion se centrd en como corroborar que las razones entre las
longitudes de los segmentos correspondientes en ambas figuras eran iguales. En medio de esta

discusion, un estudiante argumentd que existe una relacion entre los segmentos correspondientes:

Johan: Pues (...) yo lo que entiendo es que cuando (...) sin la necesidad de (...) la herramienta, o sea,
no debes hacer el célculo. Digamos, ti ya sabes que esta arista [repisa en la figura mas pequeiia uno de
los lados], tl ya sabes que aca, por decirlo asi, esta duplicada [repisa un lado de la otra figura] entre un

numero, y para eso sirve la homotecia.

En la expresion del estudiante se observa un esquema de argumentacion empirico perceptual
dado que intenta convencer a sus compaifieros que se puede corroborar que dos figuras son
semejantes sin hacer uso de herramientas, solo basta observar que la longitud de los segmentos se
duplica, como se hace en la homotecia, y eso lo sustenta a partir de la imagen proyectada. La
participacion de este estudiante se cataloga como autor, dado que es original en su sintaxis y
semantica, pues hasta el momento no se habia mencionado la palabra homotecia. Posteriormente,
el profesor pregunta por qué se puede asegurar que los angulos correspondientes en ambas
figuras son congruentes, a lo que un estudiante responde de la siguiente manera: “Juan José: Para

que le quede exacta, se debid haber usado la homotecia”.
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En la intervenciéon de Juan José se reconoce un esquema de argumentacion analitico
transformacional dado que €l afirma que es posible validar que los angulos correspondientes de
las figuras presentadas son congruentes al emplear la homotecia, es decir que el estudiante esta
anticipando el resultado de aplicar esta transformacion. Con esta idea quiere convencer a sus
compaiieros del uso de la homotecia Por otro lado, su participacion es de portavoz dado que se
apoya en la idea de Johan sobre el uso de la homotecia, pero la forma de presentar su idea

cambia.

INQUIETUDES Y CONCLUSIONES

A partir del andlisis de las trascripciones encontramos pertinente hacer dos modificaciones
respecto al marco tedrico propuesto. En cuanto a los esquemas de argumentacion, fue necesario
incorporar un nuevo esquema: El esquema Féctico. Esta categoria ya habia sido expresada por
Flores (2007), quien también adopto la teoria de Harel y Sowder (1998) para su estudio; sin
embargo, este autor observo esquemas de argumentacion que no se ajustaban al marco tedrico
empleado, por lo que vio la necesidad de incorporar un esquema denominado factico, el cual
atiende a la siguiente definicion: se presenta cuando se hace un recuento de lo que hizo o se
repiten los hechos evidentes de una situacion a manera de explicacion o justificacion de algin
resultado; a menudo, el profesor expone una serie de pasos como si fueran un algoritmo (Flores,

2007).

El ejercicio analitico se ha realizado en gran medida a la fecha y los resultados parciales nos han
hecho cuestionar sobre la naturaleza de las clases de geometria, especificamente las
intervenciones que en estas tienen presencia. Hasta el momento se ha evidenciado que, aunque se
pueden presentar situaciones en las que el profesor promueve el discurso y los estudiantes
participan, esto no necesariamente implica la presencia de esquemas de argumentacion. Cuando
estos tienen lugar, muchos de ellos son apenas una repeticion de las ideas expuestas inicialmente
por un estudiante, dado que asumen una figura de portavoz o trasmisor. Por lo tanto, lo que se
pensaria son clases que se ajustan a lo declarado en los referentes curriculares colombianos y en
la literatura especializada sobre la argumentacion y la participacion, puede ser apenas una imagen

superficial distinta a la realidad de la clase.
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Ademas del andlisis de la autenticidad de la participacion y los esquemas de argumentacion, en
nuestro trabajo de grado se profundiza en la relacion de estos aspectos con el tipo de preguntas o
expresiones que promueven las interacciones discursivas en la clase. A través de este estudio se
quiere hacer una invitaciéon a los profesores de matemadticas a reflexionar sobre como es la
participacion de los estudiantes en sus clases y si esta fomenta ideas argumentadas auténticas.
Consideramos que a partir de los resultados obtenidos podria darse inicio al estudio de la gestion
del profesor en pro de favorecer en la clase de geometria participaciones argumentadas y

expresiones de los estudiantes en las que ellos no sean apenas transmisores.
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Presentamos los avances de un trabajo investigativo en el marco de la Maestria en
Docencia de las Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional. Mostramos el
primer andlisis de un didlogo entre el entrevistador y un estudiante con sindrome de
Down, cuando este resuelve una tarea que promueve el proceso de definir.
Pretendemos identificar el tipo de relacion entre la imagen conceptual y el significado
del concepto que posee este estudiante en torno a los cuadrilateros. Utilizamos la
entrevista basada en tareas como estrategia investigativa para tener un didlogo con el
estudiante mientras resuelve la tarea. Exponemos las reflexiones y acciones
investigativas a seguir, las cuales se derivan de esta primera mirada a la informacion

recolectada hasta el momento.

INTRODUCCION

Las investigaciones relacionadas con el desarrollo de procesos de la actividad matematica, con
poblacion en condicion de discapacidad cognitiva son escasas. Por ejemplo, los autores Bruno y
Noda (2010) y Sinclair y Yerushlami (2016) afirman que los estudios relacionados con los
procesos de la actividad matematica con dicha poblacién se han dedicado a estudiar la forma en
que los participantes realizan operaciones aritméticas. Hassan, Fernandes y Healy (2014), se
enfocan en la conceptualizacion de expresiones algebraicas de estudiantes sordos; Ma et al.
(2014), indagan por los efectos de un sistema tutorial para la resolucion de problemas en
estudiantes con discapacidad cognitiva; Quintero y Rojas (2008), realizaron un experimento de
ensefianza sobre la clasificacion de triangulos a estudiantes con sindrome de Down; y Acevedo
(2010) realizd una investigacion sobre la influencia del videojuego Tetris, para desarrollar

procesos de visualizacion de estudiantes con dificultades cognitivas.

Hoyos, O. y Plazas, T. (2019). Los estudiantes con sindrome de Down también definen en la clase de geometria. En
C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 187-195). Bogota: Universidad
Pedagdgica Nacional.
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Por otro lado, la ley colombiana exige que todos los colegios del pais a partir del ano 2019
garanticen la igualdad de condiciones, para que cualquier persona pueda aprender. Este hecho da
pertinencia a la investigacién, dado que en el contexto donde se desarrolla la misma, los
estudiantes que tienen algun tipo de discapacidad cognitiva son apartados de las clases con

tecnologia digital de sus otros compafieros que no tienen discapacidad.

En esta ponencia exponemos adelantos de nuestro trabajo investigativo, el cual se preocupa por el
proceso de definir que realizan los estudiantes con sindrome de Down, en una institucion

educativa de Bogota.

REFERENTES TEORICOS

Sindrome de Down y aprendizaje

El sindrome de Down es un trastorno genético que genera una trisomia en el cromosoma 21. Esta
caracteristica afecta directamente las capacidades cognitivas de quien padece el sindrome, segiun
lo menciona Basile (2008). En general, las personas con esta discapacidad procesan y organizan
la informacion de forma mas lenta que las personas neurotipicas. Esto es un claro indicio de que
las personas con sindrome de Down tienen una discapacidad cognitiva que puede ser clasificada
en leve, moderada, grave, profunda y no especificada. Como lo indican Bruno y Noda (2010), las
personas con sindrome de Down tienen dificultades con la memoria secuencial para retener varias
instrucciones en un orden especifico, la cual es fundamental en el desarrollo del pensamiento
matematico. Sin embargo, esto no es un impedimento para que los estudiantes con dicho
sindrome puedan aprender matematicas. Los autores Bower y Hayes (1994), Buckley (1985),
Marcell y Weeks (1988), (citados en Noda y Bruno, 2010) manifiestan que estos estudiantes
aprenden mas facilmente presentandoles la informacion de distintas formas, es decir, utilizando
recursos visuales, auditivos y sensoriales. Esta caracteristica puede ser aprovechada para el

desarrollo de los procesos cognitivos propios de la actividad matematica.

Proceso de definir

Segin de Villiers (1994) la definiciéon en matematicas se concibe como un proceso en el que se

establecen relaciones entre las propiedades de un objeto geométrico, que van mas allé de escribir
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en una cadena de proposiciones las caracteristicas de dicho objeto. Como lo sefialan Aya y
Echeverry (2009), estas relaciones se constituyen segun el contenido teorico de la definicioén. Lo
anterior no restringe que personas con sindrome de Down puedan construir sus propias
definiciones acerca de un objeto matematico. La diferencia estd en que este proceso se potencia

segun los alcances cognitivos de quien realice la definicion.

Una definicion, segun lo que menciona Calvo (2001), es un enunciado verbal, concreto y
consistente, el cual resalta las caracteristicas mas relevantes de un objeto geométrico, sin caer en
contradicciones logicas. El papel de las definiciones en geometria no se limita solo a clasificar los
objetos que componen este campo (Vinner, 1991). Este permite la elaboracién de proposiciones
que generen relaciones entre propiedades del mismo objeto o familia de objetos. Por lo tanto, una
definicion matematica se caracteriza porque presenta los atributos relevantes de un objeto

matematico y este esta representado, como lo menciona Duval (1993), por un sistema semiotico.

Como lo plantean Tall y Vinner (1981), para entender como se relacionan el sistema semiotico y
las proposiciones, primero se debe conocer la estructura cognitiva presente en los sujetos. Dicha
estructura cognitiva se divide en dos celdas, las cuales llamamos significado del concepto e
imagen conceptual. Como lo mencionan Tall y Vinner (1981), la primera de estas celdas
constituye una proposicion verbal evocada mentalmente por el sujeto, que puede ser un
significado construido de forma personal o la definicion formal aceptada por la comunidad
matematica. La segunda celda corresponde a las diferentes representaciones no-verbales o
imagenes relacionadas con el concepto; también puede ser personal o la representacion visual del

objeto matematico en una comunidad.

Por lo anterior, el grado de relacion entre estas celdas muestra como el sujeto construye su
definicion y los alcances de esta, es decir, como puede relacionarse con otros objetos
matematicos (de Villiers, 1998). Estos alcances estan fuertemente influenciados por la imagen
conceptual dado que con ayuda de esta se puede “observar” de otra manera lo que el significado
del concepto indica. Por ejemplo, una definicion puede descartar al rombo como paralelogramo
porque se considera que todos los angulos del paralelogramo deben ser congruentes. Segun lo
mencionan Tall y Vinner (1981), para construir definiciones bien elaboradas, el significado del
concepto debe acudir obligatoriamente a la imagen conceptual, ya que el proceso de definir debe

darse a partir de la correlacion entre las dos celdas.
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Cuando un sujeto esta envuelto en la resolucion de una tarea, la informacion ingresa de forma
verbal (significado del concepto) o no verbal (imagen conceptual); esto activa las celdas

cognitivas, las cuales se pueden relacionar de las siguientes maneras (Tall y Vinner, 1981):

e Interrelacion de las celdas: sin importar si la informacion ingresa de forma verbal o
no-verbal, esta activa inmediatamente la celda estimulada. Durante la resolucion de la
tarea, el sujeto es capaz de transformar la informacion entre las dos celdas por medio de
sistemas semidticos y de simbolos. Sus respuestas a la tarea acuden a las dos celdas y

son de tipo deductivo.

¢ Deduccion siguiendo un pensamiento intuitivo: Al ingresar la informacion, el sujeto
activa su imagen conceptual del objeto en cuestion. Logra activar la otra celda, pero su

respuesta esta influenciada por lo empirico debido a la representacion del objeto.

e Deduccion formal: La informacion ingresa y activa Unicamente la celda de significado
del concepto. Durante la resolucién de la tarea solo acude a informacion verbal que
permita dar respuestas de esta misma manera. No hay indicios de activacion de la celda

de imagen conceptual.

e Respuesta intuitiva: Cuando la informacion ingresa se activa la celda de imagen
conceptual. Como su nombre lo indica, sus respuestas son a partir de lo observable sin
realizar un razonamiento o andlisis de la informacion suministrada. No hay indicios de
que se active la otra celda cognitiva. Por lo general, las respuestas a las tareas ocurren

casi de inmediato.

Estas relaciones descritas anteriormente guiaron el desarrollo de la estrategia investigativa,
puesto que, como se vera mas adelante, se busca que las tareas intenten estimular las dos celdas
cognitivas para comprender como se desarrolla el proceso de definir en el estudiante con

sindrome de Down.

DISENO METODOLOGICO

Nuestro trabajo investigativo adopta un enfoque fenomenologico, puesto que este se caracteriza

por describir y entender los fenomenos desde el punto de vista de cada participante. En dicho
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enfoque dirigimos el estudio hacia una aproximacion interpretativa de las acciones y expresiones
de los estudiantes, las cuales son utilizadas para comunicar ideas que les permita construir una
definicion sobre los objetos geométricos. La estrategia investigativa que mas se ajusta al enfoque
y a la aproximacién investigativa es la entrevista basada en tareas. Como lo afirma Goldin
(2000), esta consiste en realizar una indagacion exhaustiva sobre los sucesos ocurridos cuando un
grupo pequefio de estudiantes resuelve una tarea. Dicha estrategia obliga al investigador a

sostener un dialogo con los participantes para interpretar lo que piensan al resolver cada tarea.

El andlisis que se presenta a continuacion esta basado en lo que realiza el estudiante Juan Miguel,
quien tiene 16 afios y estd diagnosticado con sindrome de Down, con clasificacion de
discapacidad cognitiva moderada. Su aprendizaje ha sido orientado a replicar procesos y
procedimientos en todas las areas; nunca se ha involucrado en procesos mas alla de la
reproducibilidad de una accion. Ha participado en clases de geometria dentro de la institucion,
pero su acercamiento a la tecnologia digital ha sido escaso, a diferencia de sus otros compaiieros
que no presentan alguna discapacidad cognitiva. Decidimos abordar la clasificacion de
cuadrilateros como objeto matematico de estudio, puesto que fue una tematica del curso

inmediatamente anterior al que estd actualmente.

Tareas propuestas

Con el fin de atender a todas las maneras sugeridas por Noda y Bruno (2010), para la
presentacion de la informacion a los estudiantes con sindrome de Down, propusimos cuatro
tareas. Dos tareas estan disefiadas para ser resueltas con tecnologia digital y dos sin tecnologia
digital. Para la primera tarea con tecnologia digital diseiamos un aplicativo en GeoGebra, que
tiene como propdsito que los participantes identifiquen las partes constitutivas de un cuadrilatero.
Dicho aplicativo estd disefiado de tal manera que al oprimir un boton llamado “nuevo” se
generan, de manera aleatoria, ejemplos y no ejemplos de cuadrilateros. Con ayuda de dicho
aplicativo se escogen tres figuras al azar, y se le solicita al estudiante que indique si dichas
figuras son o no cuadrilateros. A continuacidon, mostramos una primera mirada analitica a un
fragmento del didlogo entre el entrevistador y Juan Miguel, mientras €l intenta describir si una

figura es un cuadrilatero.
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Primera mirada analitica

Dado que no escogimos una herramienta analitica preestablecida para hacer el andlisis,
realizamos una primera revision al fragmento, con el proposito de identificar aquellos indicadores

que muestren la activacion de las celdas cognitivas y su posterior relacion (Tall y Vinner, 1981).

1. | Entrevistador: | Mira esta figura, ;es cuadrilatero? (Figura 1).
2. | Miguel: No, no es.

3. | Entrevistador: | Dime, ;por qué lo dices?

4. | Miguel: (Senala la pantalla) Ese es un circulo.

5. | Entrevistador: | ;Qué es lo que quieres decir con eso?

6. | Miguel: Tiene una parte de circulo.

7. | Entrevistador: | Muéstrame.

8. | Miguel: Ese. (Sefala la curva).

9. | Entrevistador: | ;Qué forma tiene “ese”?

10. | Miguel: Circulo.

11. | Entrevistador: | ;Por qué piensas que es un circulo?

12. | Miguel: (...) Aqui. (Recorre su dedo sobre la curva; figura 2)

Figura 1. Figura obtenida aleatoriamente | Figura 2. Parte de la figura que sefiala
Miguel

En un primer momento observamos como indicador identificar, puesto que Miguel reconoce los
elementos que constituyen un cuadrilatero. El sefiala que existe una curva en la figura que no
hace parte de los cuadrilateros [2-6]. En este momento se hace visible que las dos celdas
cognitivas se activan, puesto que Miguel genera una respuesta sobre su significado del concepto

cuadrilatero. Sin embargo, esta respuesta estd directamente influenciada por la representacion
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grafica en pantalla; esto se evidencia cuando Miguel indica cual parte no corresponde a la forma
de un cuadrilatero [10 y 12]. Ademas de lo anterior, también se reconoce el indicador de
diferenciar, ya que visualmente discrimina partes que no son constitutivas de un cuadrilatero
[12]. En este sentido, interpretamos que en las respuestas que comunica Miguel, se relacionan sus
celdas cognitivas para desarrollar el proceso de definir, mediante una deduccion a partir del
pensamiento intuitivo. Esto es evidente porque durante la entrevista, sus respuestas acuden a lo

observable en todo momento [4, 6, 8, 10 y 12].

REFLEXIONES

Los indicadores establecidos en la revision preliminar del dialogo presentado en el documento
muestran que para poder realizar el andlisis e identificar que ocurre cuando hay activacion de las
celdas cognitivas de los estudiantes con sindrome de Down, debemos ampliar nuestro marco de
referencia. Por esta razon, decidimos buscar en la literatura mas elementos que se puedan
relacionar con dichas celdas cognitivas, y asi construir una herramienta analitica para el analisis
de la informacidon que capturemos posteriormente. Ademds, observamos que los no-ejemplos

potencian el proceso ya mencionado y, por lo tanto, es necesario resaltar la importancia de estos.

El didlogo que mostramos en este documento surge de la tercera version del disefio original de la
tarea. Los cambios que se han realizado se deben a situaciones no contempladas en el disefio. Por
ejemplo, vimos la necesidad de aumentar el grosor de los objetos en pantalla, aumentar el tamafio
de letra y sefialar con colores distintivos los puntos, las rectas y las curvas. Todo esto, debido a

problemas de vision que presenta Juan Miguel.

Esta tarea con tecnologia digital permitid que Juan Miguel observara otro tipo de figuras no
prototipicas que lo obligaron a activar su celda del significado del concepto. Sin el uso de la
tecnologia digital, este tipo de dinamismo no se puede dar y por ende no hay garantias de la
activacion de dicha celda. Dado lo anterior, pretendemos aplicar las tres tareas restantes y ver sus
efectos en el proceso de definir, desde la misma mirada de las celdas cognitivas y las

modificaciones que se hagan al marco conceptual.
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Se presentan los avances de la investigacion titulada “Conocimiento especializado del
profesor de matematicas en la ensefianza de las transformaciones en el plano”, en el
marco del Doctorado en Educacion de la Universidad de Salamanca, planteada a
partir de las limitaciones y perspectivas de la tesis doctoral en Ciencias de la
Educacion de la Universidad Nacional de La Plata “Desarrollo profesional del
profesor de matematicas: estudio de caso en el nivel medio de secundaria”. Tiene
como fin caracterizar el conocimiento del profesor en la ensefianza de las
transformaciones en el plano y disefiar y gestionar una propuesta en la que este objeto
matematico es el eje transversal del desarrollo de los diferentes pensamientos

matematicos.

INTRODUCCION Y PROBLEMA DE INVESTIGACION

A pesar de la valoracion acerca de la importancia de la ensefianza de la geometria en la escuela
primaria y las propuestas curriculares que destacan la necesidad de desarrollar distintos
pensamientos matematicos, la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la escuela aun se
centra en el desarrollo del pensamiento y los sistemas numéricos (Chamorro, 2003). Estudios
acerca de la practica del profesor revelan una particularidad en el ejercicio de la ensefianza de la
geometria (que a la vez se extiende a la probabilidad y la estadistica): pareciera relegada al ultimo

renglon de algunos planes de estudio y disefios curriculares (Chamorro, 2003).

La ensefianza de la geometria se reduce, en algunos casos, a contenidos minimos, mal
coordinados con el resto de los aspectos matematicos. Estos incluyen cuestiones de tipo
aparentemente practico, rodeandos definiciones y reglas memoristicas. Esa particularidad se
Lima, I. (2019). El conocimiento especializado del profesor de matematicas en la ensefianza de las transformaciones

en el plano. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 197-204).
Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



destaca mas en primaria, donde la ensefanza de las matematicas, incluyendo la geometria, es
realizada muchas veces por un profesor cuya formacién inicial no ha sido especifica en este
campo del conocimiento (Chamorro, 2003).

Quizés el maestro no cuente con los suficientes elementos para proponer la ensenanza de la
geometria como eje transversal en el desarrollo de los diferentes pensamientos matematicos.
Entonces, es necesario establecer estrategias para ubicar a la ensefianza de la geometria en un
lugar central en la ensefianza de las matematicas en primaria, y de ahi, proponerla como eje
transversal en el desarrollo del pensamiento matematico. Consecuencia de lo anterior, surge la
necesidad de indagar acerca del conocimiento del profesor, proponiendo como objeto matematico
de estudio las transformaciones en el plano y el conocimiento que requiere el profesor de

matematicas para llevar a cabo su ensefianza.

OBIJETIVOS DE LA INVESTIGACION
La investigacién tiene como proposito indagar acerca del conocimiento especializado que
manifiesta un maestro de primaria cuando ensena las transformaciones en el plano, y construye y
gestiona una propuesta de ensefianza de las matematicas cuyo eje transversal sea dicho objeto
matematico. El propdsito se expresa en tres objetivos:

e Describir, identificar y caracterizar el conocimiento especializado que manifiesta un

maestro de primaria al ensefiar las transformaciones en el plano.

e Caracterizar qué elementos del curriculo de matematicas se pueden abarcar a partir de la

ensefianza de las transformaciones en el plano.

e Identificar qué componentes del conocimiento matematico especializado se caracterizan
cuando se construye y gestiona, consecuencia de la reflexion sobre la practica y de
manera colaborativa, una propuesta para la enseflanza de las matematicas a partir del

estudio de las transformaciones en el plano.

AVANCES DEL ESTUDIO

Esta investigacion pretende centrarse en uno de los protagonistas de la actividad en el aula, el
maestro, buscando profundizar en el conocimiento matematico y didactico que pone en juego en

la ensefianza. Por las caracteristicas del tema y porque el medio natural es un entorno privilegiado
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para el estudio de individuos, es pertinente abordar los objetivos a través de un estudio de caso
colaborativo (Lima, 2019) que permita la descripcion y caracterizacion del conocimiento
especializado que manifiesta el profesor en su tarea de ensefianza.

Analizar las practicas de un maestro implica involucrarse en un proceso de colaboracion entre
docente e investigadores, lo cual conlleva a reconocer el saber del docente para enfrentar la
enseflanza que serd objeto de analisis en la colaboracion, asumir que el educador tiene razones
para actuar como lo hace, considerar los condicionamientos que moldean la practica docente, ser
conscientes de los desajustes de ciertas producciones del campo de la didactica con relacion a la
viabilidad de su funcionamiento en el sistema, entre otros aspectos (Bednarz y Jean-Luc, 2015).
De esta manera es necesario identificar los aspectos matematicos del objeto de estudio y

caracterizar el marco teorico por medio del cual se llevara a cabo el andlisis de la practica.

Aspectos matematicos del concepto transformaciones en el plano

En matematicas, una transformacion es una operacion por la cual una relacion, expresion o figura
se cambia en otra siguiendo una ley dada; estas leyes se pueden expresar analiticamente por una o
mas ecuaciones llamadas ecuaciones de transformacion (Lehman, 1989), y estan ligadas con el
concepto de funcion asi: una transformacion o funcion @: S — T, de un conjunto S no vacio en
un conjunto T es, una regla ¢ que asigna a cada elemento p € S un Unico elemento ¢p € T, p se
llama elemento original y ¢p se llama elemento imagen (Birkohff y Mac Lane, 1970).

En el caso particular, la transformacion se hace de figuras en el plano a figuras en el mismo
plano, lo que en términos de funciones estaria regido por una funcion del tipo f: R*> — R?, en
donde la figura original es un elemento de R, f es la regla que describe el cambio, y la figura que
resulta después de cambio pertenece al codominio R?, teniendo en cuenta tres elementos: la figura
original u objeto al que se le aplicard la transformacion llamada objeto inicial o preimagen, una
regla u operacion que describa el cambio, y la figura que resulta después del cambio denominada

imagen (Clemens, O’daffer y Cooney, 1981).
Traslacion

En geometria, un objeto se traslada cuando se desplaza a lo largo de una recta, una distancia dada
y en un sentido determinado.

La traslacion de un punto P en R2 con respecto a una distancia fija d, mediante la funcién ¢d: R2
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— R2 es tal que ¢@(P) = P/, si y solo si la distancia de P a P’ es d, para todo P que pertenece a R2.
Rotacion

Un objeto rota cuando gira alrededor de un punto fijo (centro de rotacion), un &ngulo
determinado (angulo de rotacion) y un sentido, que por lo general estd dado respecto al
movimiento de las manecillas del reloj.

La rotacion de un punto P en R? con respecto a un punto C en R* y a un angulo orientado f3,
mediante la funcioén @C, §: R> — R tal que ¢C, (P) = P’, si y solo la distancia del punto C al
punto P es igual a la distancia de C al punto P’y la medida del &ngulo PCP' es igual a la medida
de B, para todo P que pertenece a R”.

Reflexion axial

La reflexion axial es un movimiento rigido que se hace con respecto a una recta como eje de
reflexion. El eje de reflexion es la mediatriz de cada uno de los segmentos determinado por cada
punto del objeto inicial y su imagen.

La reflexion axial de un punto P en R* con respecto a una recta [ se define por la funcién ¢l: R
— R?tal que @(P) = P’, si y solo si la recta [ es mediatriz del segmento PP’"; es decir, el segmento
PP’ es perpendicular a [ y la distancia de P a [ es igual a la distancia de [ a P’, para todo P que

pertenece a R?.

Conocimiento especializado del profesor de matematicas como marco teorico de

investigacion

Las transformaciones en el plano permiten estudiar las relaciones intra figurales y la
correspondencia entre los elementos de una figura y los de su transformacion. Estos aspectos
estan relacionados, en el pensamiento espacial, con la localizacion en el espacio, la trayectoria
recorrida, las formas y sus relaciones.

Pensar en proponer la ensefianza de las transformaciones en el plano como eje transversal en los
procesos de aprendizaje de las matematicas, implica comprender distintos factores que influye en
la construccion de estructuras matematicas, el papel del conocimiento en la practica docente y el
impacto que pueda tener en el aprendizaje de los alumnos. Esto se corresponde con algunas de las
perspectivas de investigacion acerca del conocimiento del profesor de matematicas (Lima, 2019).

El foco de interés se centra en conocimiento que dispone el profesor para la ensefianza de las
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matematicas, en particular de la geometria. Asi, se estudia el conocimiento especializado del
profesor de matematicas, entendido como aquel conocimiento que se pone en juego cuando se
tiene la intencionalidad de ensefiar un contenido matematico (Munoz-Catalan et al., 2015;
Carrillo et al., 2018), el cual es caracterizado por dos subdominios y seis componentes, tal como
se presenta en la Figura 1.

Conocimiento didactico del
contenido matematico

Ensefianzade
las
Matematicas

Caracteristicas
del aprendizaje
de las
matematicas

Temas

Estandaresde
aprendizaje de
las
matematicas

Estructura
matemaética

Practica
L. .. Matematica
Conocimiento matematico

Figura 1. Subdominios y componentes del conocimiento especializado del profesor Fuente:

Recuperado de Lima, 2019; adaptado de Munoz-Catalan et al. (2015); Carrillo et al. (2018)
Conocimiento de los temas

El conocimiento del contenido escolar incluye aspectos de los conceptos que permiten
relacionarlos con contextos reales y aportar elementos epistemoldgicos, ligados a las
matematicas, que llevan a la comprension de diferentes significados que pueden atribuirse a los

conceptos en los contextos en los que se sitian.
Conocimiento de la estructura matemadtica

El subdominio integra relaciones entre conceptos avanzados y conceptos elementales,
permitiendo que el profesor comprenda las matematicas escolares desde un punto de vista
superior no solo en el contenido sino en la percepcion de su organizacion (Mufioz-Catalan et al.,
2015; Carrillo et al., 2018). Este conocimiento se puede interpretar como un sistema integrado de
conexiones como las presentadas en el apartado ‘“Aspectos matematicos del concepto

transformaciones en el plano™.
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Conocimiento de la prdactica matemadtica

Este subdominio estd orientado directamente con el conocimiento del profesor acerca de como
pone en funcionamiento la matematica en la clase: formas de mostrar y demostrar, criterios para
establecer generalizaciones validas, significado de elementos constituyentes de las matematicas,
el conocimiento de la sintaxis matematica, entre otros.

En este punto serd fundamental conocer la manera en que el profesor vincula el conocimiento de
temas y el conocimiento de las estructuras matematicas, a fin de establecer una propuesta para el

aula en la que las transformaciones en el plano sean el eje transversal.
Conocimiento de la ensefianza de las matemadticas

Este subdominio esta referido al conocimiento que tiene el profesor de las vias, recursos y formas
de ensefiar matematicas. En particular se refiere al conocimiento que posee de diferentes
estrategias y teorias, ya sean institucionales o personales sobre la ensefianza de las matematicas.
(conoce el profesor diferentes alternativas para la ensefianza de las trasformaciones en el plano?
En este conocimiento, para el caso de primaria, sera fundamental caracterizar e identificar
elementos que permitan relacionar el objeto matematico con el desarrollo del pensamiento de sus
estudiantes.

Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas

En este subdominio se indaga por el conocimiento que el profesor posee y desarrolla acerca de
como se aprenden y piensan los contenidos matematicos y las formas en que los estudiantes
interactuan, en este caso particular, con las transformaciones en el plano.

Este tipo de conocimiento consiste en conocer las expectativas de aprendizaje que figuran en el
curriculo, o las que se hacen constar en la literatura de investigacion, asociadas al nivel educativo
en el que se aborda este aprendizaje. Asi, desde las creencias y concepciones del profesor, sera
posible interpretar la manera en que las transformaciones en el plano permiten el desarrollo de los

diferentes pensamientos en matematicas.
Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas

El conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matematicas tiene que ver con la vision
de la nocién del conocimiento curricular que abarca los grados de profundidad en que el profesor

puede conocer el curriculo oficial visto como el referente estandarizado (Mufioz-Catalan et al.,
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2015; Carrillo et al., 2018) de los contenidos y capacidades que debe aprenderse y desarrollarse
en un curso y las indicaciones de la forma en que deben ensefiarse y aprenderse los contenidos.
Dichos referentes pueden hallarse fuera del curriculo, como las propuestas de asociaciones
profesionales, eventos de educacion matematica y la opinidon de los profesores expertos en el
conocimiento de la practica docente sobre qué, como y cudndo explicar los contenidos

matematicos (Hobbs, 2016).

APORTES E INQUIETUDES

Teniendo en cuenta que el constructo conocimiento especializado es, en principio “para la
investigacion” (Lima, 2019), el modelo de andlisis didactico puede ser pertinente para el diseo y
gestion de la propuesta planteada en los objetivos, en cuanto permite indagar el impacto en la
realidad del aula y complementa la aproximacion teorica de la propuesta de Mufioz-Catalan et al.
(2015).

Asi, recurrir al andlisis didactico, lleva a la siguiente pregunta: ;el modelo de analisis didactico y
el estudio que propone sobre el contenido, la cognicidn, la instruccion y la evaluacidén permite
vincular los componentes que caracterizan el conocimiento especializado e identificar
dimensiones del conocimiento profesional del profesor que tienen un impacto directo en el aula?
Las respuestas a la pregunta anterior, asi como las generalizaciones propuestas, los analisis, los
resultados y los aportes basados en la sensibilidad tedrica que se realicen durante el estudio, no
pretenden ser exhaustivos. Son intensivos en la medida que los datos, su interpretacion y el
contraste con la literatura especializada asi lo permiten y tienen como fin generar informacion

sobre los procesos de formacion inicial y continua de los profesores de matematicas.
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En esta comunicacion exponemos elementos tedricos que aportan a la formacion de
docentes de geometria, teniendo en cuenta el marco del posconflicto en Colombia. La
educacion es uno de los mecanismos para que naciones, en un entorno de
posconflicto, mejoren la calidad de vida de las personas. Asi que pretendemos
mostrar el importante papel que desempefian los profesores de matematicas en la
reconstruccion del tejido social, debido a que en la actualidad ellos se enfrentan a
diferentes problematicas en su aula inherentes al contexto en el que esta situadas las

escuelas.

TEJIDO SOCIAL

El concepto tejido social fue adaptado por la sociologia como el conjunto de redes personales,
categoriales, estructurales, formales, funcionales, e inter e intra sistémicas, que constituyen un
activo para que los individuos y la sociedad amplien opciones y oportunidades a fin de mejorar la
calidad de vida. En este sentido, es el entramado de toda la comunidad, es decir, una red de
relaciones, de interaccion y comunicacion entre los individuos que comparten la vida, el tiempo y

el espacio (Habermas, 2000).

El tejido social es un conjunto de relaciones que permiten determinar formas particulares de ser,
producir, interactuar y proyectarse en el ambito familiar, comunitario, laboral y ciudadano
(Romero, 2008). La calidad del tejido social depende de factores como: los valores, las normas de
convivencia, los mecanismos de comunicacion, los roles y los limites. Estos factores se pueden

representar por medio de cuatro circulos concéntricos: en el circulo mas interno se entretejen las

Salazar, V. y Lima, . (2019). ;Qué conocimiento debe tener el profesor de matematicas para ensefiar geometria y
aportar a la construccion del tejido social? En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 205-212). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.


mailto:isaacsito@gmail.com

relaciones familiares; en el circulo inmediato se entrelazan las relaciones escolares y
comunitarias; el tercer circulo corresponde al entramado de las relaciones laborales; finalmente,

en el cuarto circulo se entrecruzan las relaciones ciudadanas.

TEJIDO SOCIAL EN COLOMBIA

En el caso especifico de Colombia, desde el afio 1964 se han producido diferentes guerras con
grupos armados, causando masacres, desplazamientos forzados, terror, entre otros efectos. En el
afio 2010 se inici6 en Colombia un proceso de paz con uno de los grupos armados de mayor
trayectoria en el pais. El esfuerzo llevado a cabo por diferentes organismos para lograr un
acuerdo que pusiera fin a la violencia ha propiciado, desde el afio 2016, una nueva etapa llamada
posconflicto. Esta se caracteriza porque ademds de la superacion del conflicto —entendiéndose
como cese al fuego, entrega de armamento, entre otros procesos—se reintegran también a la
sociedad no armada familias que hacian parte o fueron victimas de estos grupos y se permite el
acceso de diferentes entidades a comunidades que no gozaban de algunos beneficios y derechos,

como por ejemplo la educacion.

Las personas cuyas vidas se han visto devastadas por los conflictos armados albergan la ambicion
de un futuro mejor cuando la violencia ha cesado. Para que la educacién en paises recién salidos
del conflicto sea una herramienta para la reconstruccion del pais, es necesario que se planifique la
educacion y que se reforme progresivamente, teniendo en cuenta el legado del conflicto anterior

(Unesco, 2011).

En el marco de la sociedad colombiana actual, en la que el posconflicto marca una era de
esperanza y avances en las diferentes zonas, es necesario que en el sistema educativo se
replanteen y disefien propuestas que atiendan las demandas del contexto que propendan por el
mejoramiento de la calidad y la eficacia de la educacion en todos los niveles. Dicho
mejoramiento esta relacionado en su mayoria con la formacion de los docentes. Ellos deben tener
unos conocimientos especificos de tal manera que sus practicas respondan a las necesidades del

sector educativo en el cual se desempefian.
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EL TEJIDO SOCIAL Y EDUCACION MATEMATICA: MATEMATICAS EN CONTEXTO

En el caso de la educacion, especificamente de la educacion matematica, es indispensable que las
relaciones entre las situaciones sociales actuales y el desarrollo del pensamiento matematico
tengan relacion para que los estudiantes puedan acercarse a un proceso de aprendizaje con
sentido. Es menester que los procesos de ensefanza y aprendizaje sean un proceso

contextualizado tanto para el profesor como para los estudiantes.

En este sentido, el contexto, como elemento que moviliza el accionar educativo, toma un rol
fundamental en la construccion de saberes matematicos. Este permite realzar la intencionalidad
transformadora, como medio para comprender y analizar criticamente la realidad circundante; asi,
el contexto puede ser entendido como aquello que acomparia a un texto, es decir, el conjunto de

la serie de situaciones que rodean un evento (Vithal y Valero, 2012).

El contexto se evidencia cuando las diferentes particularidades de los entornos en los que se
hallan inmersos los estudiantes motivan la adquisicion y el desarrollo de saberes. El contexto estd
y es y aunque se considere que no necesariamente afecta lo que sucede en el aprendizaje y
ensefanza de las matematicas, los sujetos se hallan inmersos en diversas situaciones sociales
personales e intelectuales que afectan y que interfieren de manera radical los procesos de

aprendizaje.

En el aprendizaje de las matematicas no solo es necesario involucrar a los estudiantes en
actividades que les permitan desarrollar procesos individuales de pensamiento, sino también es
necesario abrir un espacio de interaccidon y negociacion de significados matematicos y de
vinculos de estos con la realidad. De esta manera, es posible enunciar la importancia del tejido y
las transformaciones sociales que se pudiesen generar a partir del trabajo en educacion
matematica, asi como el cambio de mecanismos de intervencion en el proceso de ensefanza y

aprendizaje.

El contexto de interaccidon abarca no solo los problemas y sus referencias matematicas en relacion
con la vida real, sino también la manera como esos problemas se abordan en el aula a través de la
cooperacion entre los participantes. Sin el contexto de interaccion es imposible entender cémo
operan la ensefianza y el aprendizaje en el medio en que se hallan inmersos los estudiantes y su

relacion con el saber. De ahi surge la necesidad de relacionar la practica social de la investigacion
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en educacion matematica critica con el conocimiento que tiene el docente. El punto de union de
estas dos esferas de practica es la construccion y reconstruccion de discursos que se encuentran y

que se complementan.

METODOLOGIA

La metodologia del estudio que planteamos para realizar esta investigacion es Lesson Study (LS)
(Lewis, Perry y Hurd, 2009), que se concibe como la configuracion de un sistema de
colaboracion, en el que se conforma una comunidad académica para mejorar la practica de los
docentes. La metodologia LS es vista como un proceso de accion para el cambio e investigacion
que facilita la comprension de la realidad sobre la que se investiga (Soto y Pérez, 2015). Ha
adquirido relevancia en Asia desde el siglo XX y en Europa y América desde el siglo XXI. Esta
metodologia ofrece a los profesores la oportunidad de desarrollar comunidades profesionales de
investigacion, generando cambios en el conocimiento de los maestros, en sus creencias y en la

ensenanza y aprendizaje de los estudiantes.

Esta metodologia se desarrolla en 4 fases: investigacion, planificacion, leccion de investigacion y
reflexion. En la primera se consideran las caracteristicas actuales de los estudiantes, se establecen
las metas de aprendizaje a largo plazo y se realiza un estudio de los contenidos del area. En la
fase de planificacién se desarrolla una leccion de investigacion, se prueban las tareas para
anticipar soluciones de los estudiantes, se escribe un plan de clase en el que se relacionan, por
ejemplo, las actividades prevista con los objetivos a largo plazo. Durante la fase de leccion de
investigacion, los miembros del equipo observan y recopilan datos de la clase durante su
desarrollo. Por ultimo, en la fase de reflexion se discuten los datos y a menudo se redisefan las

sesiones de clase.

Algunos resultados que ha aportado el uso de esta metodologia son la creacion de comunidades
de practica con objetivos comunes, esto puede influir en un sentido de responsabilidad mutua por
parte de los docentes y permite reflexionar sobre los diferentes aspectos inherentes a la clase. Lo
anterior puede proporcionar alta calidad en las clases y mejorar los aprendizajes de los

estudiantes.
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[,COMO INVOLUCRAR EL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR QUE ENSENA GEOMETRIA EN LA
RECONSTRUCCION DEL TEJIDO SOCIAL?

Uno de los grandes retos e inquietudes de esta investigacion estd en involucrar el conocimiento
del profesor de matematicas en el proceso de reconstruccion del tejido social. Es importante
considerar como el conocimiento del profesor que ensefia geometria puede ayudar en este
proceso. Para ello, es importante considerar algunas definiciones presentes en la literatura sobre

educacidén matematica.

Shulman (1986) plantea que el conocimiento necesario para ensefiar la disciplina especifica, en
este caso geometria, se puede nombrar conocimiento didactico del contenido. Este es
comprendido como un tipo de conocimiento que incorpora los aspectos del contenido mas
relacionados con la ensefianza (Shulman, 1986); no obstante, este tipo de conocimiento no se

puede identificar facilmente en la practica.

Ball, Thames y Phelps (2008) proponen organizar y operativizar el conocimiento del profesor
bajo el concepto conocimiento matematico para la ensefianza. Representan con este el
conocimiento matematico, habilidades, habitos de la mente, sensibilidad y otros elementos
requeridos en el trabajo concreto de ensefiar y en las tareas especializadas en las que los
profesores necesitan conocer y usar las matematicas. Para ellos, el conocimiento didactico del
contenido esta compuesto por el conocimiento del contenido y el conocimiento de la forma en la
que los estudiantes se apropian de él, permitiéndoles comprender el contenido desde la
perspectiva del aprendizaje y de la ensefianza y establecer por qué, por ejemplo, un determinado
material, recurso o representacion es adecuado para explicar un determinado concepto. Asi, Ball,
Thames y Phelps (2008) hacen precisiones sobre el modelo de Shulman (1986) teniendo en
cuenta que el andlisis de la practica del profesor no se puede realizar sin referencia a

conocimiento matematico y a los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Por otro lado, Carrillo et al. (2018), consideran el conocimiento especializado como aquel que se
deriva de la especializacion del profesor fruto de su profesion (profesor de matematicas). El
conocimiento especializado estd conformado de seis componentes, tres correspondientes al
conocimiento matematico: temas, estructura matematica y practica matematica; y tres

correspondientes al conocimiento del contenido matematico: ensefianza de las matematicas,
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aprendizaje de las matematicas y estandares de aprendizaje de las matematicas (Carrillo et al.,

2018).

Estos modelos acerca del conocimiento del profesor se plantean algunas consideraciones que
pueden ser tenidas en cuenta para responder a la pregunta siguiente: ;qué conocimiento debe
tener el profesor de matematicas para ensefiar geometria y aportar a la construccion del tejido
social? En cuanto permiten hacer una caracterizacion de cémo acercar al docente que enseia
geometria a procesos de construccion matematica a través del contexto, el maestro desarrolla sus
competencias profesionales para promover la formacion de identidades de sus alumnos,
proporciondndoles un pensamiento critico y reflexivo, teniendo en cuenta y respetando el

contexto (social, econdmico, religioso o cultural) en el que se desarrolla cada nifo.

Es a través de la trayectoria social y profesional que el docente conforma su identidad. En la
cotidianidad de la vida en las escuelas se establece la l6gica en la cual se mueve la mayoria de los
docentes, pues cualquier conocimiento adquirido es pasado por el examen de la practicidad y
utilidad. El conocimiento del profesor es un saber plural, formado por una amalgama, mas o
menos coherente, de saberes procedentes de la formacion profesional y disciplinarios,

curriculares y experienciales (Tardif, 2004).

Debido a que el conocimiento se adquiere en diversos momentos, es en la formacion inicial y
continua en la que adquiere saberes pedagogicos, disciplinares y curriculares, y en su practica se
apropia de los experienciales, los cuales le dan la lectura del contexto. Es en la practica docente
en la que se movilizan los diversos saberes, de acuerdo con la situacion y las condiciones que
enfrenta, por lo que son una amalgama de saberes que utiliza para realizar sus tareas. Asi, en
procura de explicar el conocimiento que tiene un profesor para aportar a la construccion del tejido
social, se puede partir de la caracterizacion de tres tipos de conocimiento que estan explicitos en
los modelos de Shulman, (1986), Ball, Thames y Phelps (2008), Muiioz-Catalan et al. (2015) y
Carrillo et al. (2018):

e Pedagogicos: Teorias y concepciones provenientes de reflexiones racionales y normativas
sobre la practica educativa, que conducen a sistemas mas o menos coherentes de

representacion y de orientacion de la actividad educativa.
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e Disciplinares: Conocimientos provenientes de diversos campos del conocimiento, en
forma de disciplinas y se contemplan en los programas escolares y surgen de la tradicion

cultural.

e Curriculares: Saberes que provienen de las necesidades propias de un contexto y que se
originan a partir de discursos, objetivos, contenidos y métodos en los cuales la institucion
escolar categoriza y presenta los saberes sociales que ella misma define y selecciona

como modelos de la cultura erudita y de formacion para esa cultura.

o Experienciales: Los cuales se adquieren en el ejercicio de la practica y reflexion de su
profesion, desarrollando saberes especificos, basados en su trabajo cotidiano y en el

conocimiento de su medio.

REFERENCIAS

Ball, D., Thames, M. y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: what makes it
special. Journal of Teacher Education, 5, 389-407.

Carrillo, J., Climent, N., Montes, M., Contreras, L., Flores-Medrano, E., Escudero-Avila, D.,
Vasco, D., Rojas, N., Flores, P., Aguilar-Gonzalez, A., Ribeiro, M. y Mufoz-Catalan, M.
(2018). The mathematics teacher's specialized knowledge model. Research in Mathematics

Education, 20, 263-253.
Habermas, J., (2000). Ensayos politicos. Barcelona: Editorial Paidos.

Lewis, C., Perry, R. y Hurd, J. (2009). Improving mathematics instruction through lesson study: a
theoretical model and North American case. J Math Teacher Educ, 12, 285-304.

Organizacién de las naciones unidas para la educacion, la ciencia y la cultura (2011). Una crisis
encubierta: conflictos armados y educacion. Informe de seguimiento de la EPT en el mundo.

Paris: Ediciones Unesco.

Soto, E. y Pérez, A. 1. (2015). Lessons Studies: un viaje de ida y vuelta recreando el aprendizaje

comprensivo. Revista Interuniversitaria de Formacion del Profesorado, 83, 15-28,

Shulman, L. (1986). Those who understand: knowledge growth in teaching. Educational
Researcher, 15(2).

211



Tardif, M. (2004). Los saberes de los docentes y su desarrollo profesional. Madrid: Narcea

Ediciones.

Vithal, R. y Valero, P. (2012). La investigacién en educacion matematica en situaciones de
conflicto social y politico. En P. Valero y O. Skovsmose (eds.), Educacion matemdtica

critica. Una vision sociopolitica del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas (pp.

217-268). Bogota: Universidad de los Andes.

212



(',CC')MO ARGUMENTA EL PROFESOR DE MATEMATICAS? REFLEXIONES EN

CLASE DE GEOMETRIA

Jorge Toro
Universidad de Antioquia

jandres.toro@udea.edu.co

Se presentan algunos resultados de una tesis doctoral en curso cuyo objetivo es
comprender la argumentacion del profesor de matematicas durante su gestion de la
ensefianza en clase. El episodio de analisis corresponde a una leccion de geometria,
cuando la profesora y sus estudiantes discuten sobre propiedades del triangulo
equilatero. Se presenta una concepcion de argumentacion y un marco de referencia

sobre el analisis del discurso en clase, que permiten dirigir el analisis respectivo.

INTRODUCCION

En esta contribucion se presenta un analisis de la practica educativa en la clase de matematicas de
una profesora, considerando aspectos asociados a la argumentacion. La argumentacién del
profesor ha sido estudiada desde diferentes puntos de vista, perspectivas tedricas y utilizando
diferentes métodos de analisis. Por ejemplo, durante procesos de demostracion (Knipping y Reid,
2015), en el analisis de la estructura, utilizando elementos del modelo de Toulmin (Metaxas,
Potari y Zachariades, 2016), o en las respuestas de los profesores en escenarios hipotéticos de
clase (Nardi, Biza y Zachariades, 2012). Sin embargo, se considera que poco se conoce aun sobre
aspectos asociados a la argumentacion del profesor en su ambiente natural de clase, intencion que
va mds allé de indicar un rol, de estudiar el tipo de preguntas que hace o de seguir un modelo para

1dentificar una determinada estructura.

La pregunta que orienta la investigacion es la siguiente: ;como es la argumentacion del profesor
de matematicas durante su gestion de la ensefianza en clase? En este documento se pretende

describir algunas caracteristicas de la argumentacion de la profesora en la clase de geometria.

Toro, J. (2019). ;Coémo argumenta el profesor de matematicas? Reflexiones en clase de geometria. En C. Samper y
L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 213-221). Bogota: Universidad Pedagdgica
Nacional.



Para ello se utiliza un episodio durante el desarrollo de una leccion en un curso de décimo grado.

En lo que sigue, se resume la perspectiva tedrica y su uso para la interpretacion de datos.

PERSPECTIVA TEORICA

Al igual que otros tedricos en investigacion educativa (Ayalon y Hershkowitz, 2018), en este
trabajo se asume la argumentacion desde una perspectiva dialéctica. Para ello se retoma la

definicion presentada por van Eemeren y sus colegas (2014):

La argumentacion es un acto complejo comunicativo e interaccional, destinado a resolver una diferencia de
opinidon con el destinatario, presentando una constelacion de proposiciones, por las que se puede
responsabilizar al argumentador, para hacer que el punto de vista en cuestion sea aceptable para un juez

racional que juzgue razonablemente. (p. 7) [Traduccion propia].

Esta consideracion respecto a la argumentacion busca atender a “interacciones complejas™ en la
clase de matemadticas, en las que el profesor y los estudiantes discuten durante el desarrollo de
una leccioén sobre una determinada tarea. Implica, ademads, que el objeto de esta investigacion
intenta aislarse de la postura clésica, en la que la argumentacion es asumida como un conjunto de
premisas y conclusiones formuladas con la ayuda de simbolos formales. Mas bien, se asume una
postura mas cercana a la llamada teoria de la argumentacion (van Eemeren, Grootendorst y

Snoeck, 2006).

En lugar de ser solo una entidad estructural (valerse de los elementos del modelo de Toulmin:
datos, garantia y asercion), la argumentacion es un acto complejo comunicativo e interaccional,
que ocurre por medio del uso del lenguaje y puede desempenarse en forma oral o escrita (van
Eemeren et al., 2006). El argumentador y el destinatario, en este caso el profesor y sus
estudiantes en clase de matematicas, usan ciertas palabras y oraciones para expresar, cuestionar o

negar algo, para responder a afirmaciones o a preguntas.

La argumentacion surge en respuesta a, o en anticipacion a, una diferencia de opinion, la cual no
necesariamente toma la forma de un desacuerdo, disputa o conflicto; lo que hay es una parte que
tiene una postura y otra parte que tiene dudas sobre si aceptar o no dicha postura (van Eemeren et
al., 2014). En la clase de matematicas, los estudiantes pueden manifestar de manera explicita
dudas respecto a una aseveracion, explicacion o indicacion expresada por el profesor, o dudas

respecto a una respuesta o procedimiento de solucion diferente al presentado por el profesor, o
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diferentes respuestas a una misma tarea en el trabajo de los estudiantes, que exigen que el

profesor argumente.

Considerar la argumentacion como un acto complejo comunicativo e interaccional dirigido a
resolver una diferencia de opinion, implica considerar el “proceso de la argumentacién’; asumir
la argumentacion como una constelacion de proposiciones disefiadas para hacer aceptable el
punto de vista en cuestion implica aludir al “producto de la argumentacion” (van Eemeren et al.,
2014). En esta investigacion se considera tanto el proceso de la argumentacion como el producto.
El proceso es analizado desde lo que se llama “dimensiones”, que, en sintonia con la postura
teorica, incluye: 1) la dimension comunicativa: qué dice el profesor y para qué lo dice; y ii) la
dimension interaccional: en donde lo dice y a quién lo dice. Dado que la argumentacion tiene
lugar en un contexto educativo, con unos propositos instruccionales de educar en matematicas, se
considera una tercera dimension, iii) la dimension epistémica: como lo dice y por qué lo dice. El
producto aqui es asumido como cada uno de los episodios seleccionados para el analisis, el cual
inicia con una “intervencion argumentativa”, en la que se hace explicita la diferencia de opinion,
por parte del profesor o de un estudiante, y termina con el “cierre”, en el que se concluye la

diferencia de opinion, por parte del profesor.

Dado que la argumentacion se expresa principalmente en forma oral y por un grupo de
participantes (Knipping y Reid, 2015), se retoman elementos del andlisis del discurso en clase
para poder hacer explicito el objeto de estudio de esta investigacion. Especificamente, se retoma
la tipificacion de reacciones del profesor ante las intervenciones de los estudiantes propuesta por
Ruthven y Hoffman (2016). Estos autores presentan un marco que permite teorizar y analizar el
discurso en la clase a partir de una serie de reacciones: Aprobar (Apr): indicar explicitamente la
aprobacion de la intervencion del estudiante; Desaprobar (Des): indicar explicitamente la
desaprobacion de la intervencion del estudiante; Repetir (Rep): repetir (parte clave de) la
intervencion del estudiante en las mismas palabras; Replantear (Rel): replantear (parte clave de)
la intervencion del estudiante en diferentes palabras; Traducir (Tra): traducir (parte clave de) la
intervencion del estudiante a una forma o idea equivalente; Redireccionar (Red): redireccionar el
conocimiento mostrado en la intervencion del estudiante; Averiguar (Ave): averiguar (sondear,
explorar, examinar) la intervencion del estudiante; Expandir (Exp): expandir (ampliar) la

intervencion del estudiante o construir sobre ella; Retomar (Ret): retomar (volver a plantear,
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referirse a) la pregunta o intervencion anterior; y Transferir (Trn): transferir la consideracion de

la intervencion del estudiante a otro estudiante o clase.

EPISODIO, TAREA, PARTICIPANTES Y METODO

El episodio aqui reportado tuvo lugar en una clase con 32 estudiantes de décimo grado, de una
institucion educativa de caracter publico en la ciudad de Medellin (Colombia). La profesora,
protagonista de la investigacion, en adelante Emma, estuvo de acuerdo en hacer parte del estudio.
Ella cuenta con varios afios de experiencia en la ensenanza de las matematicas y con formacion
posgraduada en Educacion Matematica. El autor, como investigador, actué como observador no
participante y no colabor6 en la planificacion de las tareas presentadas durante las seis lecciones
de clase observadas. Emma conté con autonomia en la preparacion de sus lecciones, ya que el
interés fue observarla en su ambiente habitual de clase, porque el objeto de interés investigativo
deberia emerger durante su gestion de la ensefianza. La camara de video tuvo siempre en primer
plano a Emma, bien cuando se dirigia a todos los estudiantes o bien cuando trabajaba con un
pequeio grupo. Cabe aclarar que en este documento solo se presenta un episodio de una leccion,
especificamente la tarea presentada por Emma a sus estudiantes en la primera leccion. El
enunciado de esta es: Construir, con regla y compas, un triangulo equilatero. Luego verificar,

con el transportador, si en realidad es un triangulo equilatero.

Para el analisis de la argumentacién a lo largo de las lecciones, se filtran los turnos de habla en
busqueda de evidencias de intervenciones argumentativas y sus respectivos cierres. Luego se
analiza cada turno del profesor, en una primera instancia se indican las respectivas reacciones a
las intervenciones de los estudiantes; si en un mismo turno hay mas de una reaccion se utiliza un
marcador de posicion con una letra en mindscula. A continuacion, se identifican acciones
asociadas a las tres dimensiones de analisis —comunicativa, interaccional y epistémica—. Luego
se encuentran algunas regularidades en dichas acciones, acd nombradas como categorias, que

corresponderian con las caracteristicas de la argumentacion de la profesora.

RESULTADOS Y DISCUSION

En lo que sigue se presenta el episodio de andlisis. Cada accion estd acompanada por un

marcador de posicion para hacerla facilmente reconocible en el episodio.
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50. | Sara: (,Uno puede medir 59°?

51. | Emma: Uno puede medir 59°aret. Pues si hablamos desde la parte exacta
tiene que medir 60° pExp. Sin embargo, recordemos que nosotras
siempre manejamos un margen de error cred. ; Cudnto puede ser ese
margen de error en los angulos? daave

52. | Estudiantes: | De dos...

53. | Emma: (De dos qué? ave

54. | Ana: Adelante y atrés.

55. | Emma: JPero de dos qué?... jcentimetros? ;jmilimetros?...Red

56. | Paula: jCentésimas!

57. | Emma: (Centésimas? Des

58. | Estudiantes: | [Risas]

59. | Emma: (;Qué es lo que estamos midiendo? ave

60. | Estudiantes: | Grados.

61. | Emma: Lo que estamos midiendo Rer...

62. | Ana: De dos grados.

63. | Emma: Seria de dos grados aapr. Porque lo que estamos midiendo, ;qué
Son? pave

64. | Estudiantes: | Grados.

65. | Emma: jINO! Des

66. | Paula: (Triangulos?...

67. | Estudiantes: | jAngulos!

68. | Emma: [Asienta con la cabeza aapr] Entonces si estamos midiendo dangulos,
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recordemos que los angulos se miden son en grados, no se miden en
centimetros, ni milimetros... Porque los angulos... Eh... nos estan
mostrando es la amplitud. Estamos midiendo es la amplitud que hay
entre un segmento y otro. Cuando estamos midiendo una longitud,

esa si la estamos midiendo en centimetros, milimetros, metros pExp

]

A continuacidn, en las tablas se presentan las tres dimensiones de analisis.

Aseveraciones

Plantear aseveracion para retomar y expandir intervencion de un

estudiante. [51a-b]

Plantear aseveracion para redireccionar la intervencion de un

estudiante. [S1c]
Plantear aseveracion para retomar la intervencion anterior. [61]

Plantear aseveracion para aprobar la intervencion de un estudiante.

[63a]

Plantear aseveracion para expandir la intervencion de un estudiante.

[68b]

Preguntas

Plantear pregunta para redireccionar la intervencion de un estudiante.

[55]

Plantear pregunta sobre conceptos que han sido abordados en lecciones

anteriores. [51d]

Plantear pregunta para solicitar aclaracion ante la intervencion de un

estudiante. [53a, 63b]

Gestos o

expresiones

Utilizar expresion para desaprobar la intervencion de un estudiante.

[65]

Aprobar con un gesto la intervencion de un estudiante. [68a]

Tabla 1. Acciones asociadas a la dimensidon comunicativa
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Participacion | Involucrar a los estudiantes en la respuesta de una pregunta presentada
por ella misma o por un estudiante. [51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 68]
Atender a duda presentada por un estudiante. [51]

Normas de Utilizar normas de clase para responder la pregunta presentada por un

clase estudiante o por ella misma. [S1c]

Convencer Convencer a los estudiantes de la respuesta a la pregunta presentada
por un estudiante. [S1b-c, 68]

Tabla 2. Acciones asociadas a la dimension interaccional

Tratamiento Plantear propiedades del objeto matematico asociado a la respuesta de

del objeto una determinada pregunta. [51b, 68b]

matematico

Solicitar claridad en el uso de un determinado objeto matematico. [53,

55,59, 61, 63b]

Retomar otras

lecciones

Retomar temas ya vistos para dar respuesta a una determinada

pregunta. [S1c]

Justificar y/o

refutar

Refutar la intervencion de un estudiante. [57, 65]

Presentar justificacion sobre el uso de conceptos asociados a la

solucion de una determinada pregunta. [68b]

Tabla 3. Acciones asociadas a la dimension epistémica

Respecto al producto de la argumentacion, en [50] se reconoce la intervencion argumentativa en
una pregunta de un estudiante que tiene dudas respecto a la figura que ha construido. Observa que
su tridngulo no cumple de manera exacta con la indicacion de la tarea, por lo cual solicita la
aceptacion de la profesora. La reaccion de Emma en [51] parece ser el cierre, pues se vale de una
norma de clase que habia sido estipulada en lecciones anteriores para dar por terminada la
diferencia de opinidn; efectivamente da la respuesta que la estudiante quizas estaba esperando: no

hay problema con la construccion pues el resultado estd dentro del “margen de error”. Sin
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embargo, como parte de la gestion de la ensefianza de Emma, plantea una pregunta en [51d] para
involucrar a los demas estudiantes en la respuesta a la pregunta. La pregunta parece ser solo de
seguimiento al discurso; es decir, la profesora esperaba que los estudiantes respondieran: “de dos
grados”. Pero las intervenciones de los estudiantes en [52, 54, 56, 60, 62, 64 y 66] permiten ver
que aun no hay la comprension y apropiacion de los conceptos que Emma esperaba. Por lo que
solo hasta el turno [68], el cual estuvo precedido de una serie de preguntas en las que Emma
intentd redireccionar las intervenciones de los estudiantes, puede darse el cierre. Por lo tanto, es
ahi que se puede concluir que la diferencia de opinién ha sido superada y que no solo Sara se ha

convencido sino todo el grupo.

Sobre el proceso de la argumentacion, pueden identificarse varios aspectos interesantes. Las
Tablas 1, 2 y 3 permiten intuir al menos dos propodsitos de la argumentacion de la profesora en
este episodio: i) tratar con dificultades en la medicioén y ii) tratar con dificultades en coémo
nombrar adecuadamente los objetos matematicos, propodsitos que coinciden con intenciones
educativas de la practica de Emma. Parece, ademas, que la argumentaciéon de Emma esta
caracterizada por una serie de acciones que dejan ver aspectos relacionados con el tipo de
preguntas, aseveraciones o gestos que hace, y como intenta involucrar a sus estudiantes en el
discurso de clase. Es decir, Emma no solo expresa proposiciones, sino que tiene una intencion y
un proposito de educar en matemadticas con cada una de ellas. Las acciones asociadas a la
dimension epistémica permiten vincular la argumentacion con el conocimiento profesional: como
es puesto en juego el conocimiento de las matematicas de la profesora en su argumentacion, en el
tratamiento de los objetos matematicos, en como retoma otras lecciones y en como se vale de la
justificacion o la refutacion para apoyar su argumentacion. Finalmente, el andlisis de este
episodio podria sugerir que hay elementos del discurso en la clase de matematicas que ademas de
estar relacionados con la argumentacion, en este caso de la profesora, también podrian ser vistos

con el lente de como el profesor favorece la argumentacion en su clase.
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EL ORIGAMI MODULAR COMO HERRAMIENTA PARA EL APRENDIZAJE DE
LOS CONCEPTOS GEOMETRICOS A TRAVES DE LA MODELACION COMO

PRACTICA SOCIAL

Pablo Carmona
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Esta experiencia significativa se propone luego de identificar la escasa articulacion
del contexto en que viven los estudiantes con la geometria que se ensefia en el aula,
especificamente en torno a los conceptos geométricos relacionados con los poliedros
platénicos, como area lateral, area total y volumen. Se traza como objetivo construir
conocimiento matematico a través de la modelacion como practica social, para
generar procesos de resignificacion en dichos conceptos geométricos. Lo anterior se
posibilita con la incorporacion del origami modular como herramienta pedagogica en
las practicas de aula. El desarrollo de esta iniciativa se sustenta en la Teoria
Socioepistemoldgica, la cual asume “la legitimidad de toda forma de saber, sea este

popular, técnico o culto” (Cantoral, 2013).

CONTEXTUALIZACION DE LA EXPERIENCIA

Una problematica que se ha identificado, a través de la observacion y la evaluacion de las
practicas de clase en nuestra institucion, es la escasa articulacion del contexto en que viven los
estudiantes con la geometria que se ensefa en el aula. Un ejemplo de ello son los conceptos
geométricos relacionados con los poliedros platonicos, que es uno de los objetos matematicos de

estudio en el grado quinto de Basica Primaria.

Al interior de nuestro contexto institucional, se ha identificado la ausencia en el curriculo de
conceptos relacionados con figuras tridimensionales y mayor énfasis en las figuras planas. Se
encuentran falencias en la comprension, produccion, adquisicion y propagacion de dichos

conceptos de figuras tridimensionales, debido a que en las practicas de aula hay poco énfasis en

Carmona, P. (2019). El origami modular como herramienta para el aprendizaje de los conceptos geométricos a través
de la modelacion como préctica social. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 24 (pp. 225-233). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



su aplicacion y se presenta a través de planteamientos didacticos tradicionales. Se evidencia en
las practicas de aula, que los poliedros platonicos, como objeto matematico de estudio, son poco
explorados a nivel concreto, solo se hace a través de sus representaciones graficas; existe una
escasa articulacion con la realidad y no se toman en cuenta el contexto que rodea al estudiante.
Arrieta (2003) identifica la omision de los contextos sociales en actividades matematicas y, por

ello, propone:

Nosotros sostenemos que las actividades matematicas no son “neutras”, dependen del contexto social
donde se abordan. La matematica cobra vida, tiene sentido, exactamente en contextos sociales
concretos. Este contexto remite a diversas practicas sociales anteriores escolares, o no escolares, este
contexto social es determinante en la utilizacion de las estrategias, herramientas y procedimientos para

la actividad. (Arrieta, 2003, p. 2).

La situacion descrita puede ser parte de la causa del bajo desempefio de los estudiantes en los
resultados del componente Geométrico-Métrico de las Pruebas Saber del grado quinto de Basica

Primaria.

Nuestra institucion adopta un modelo pedagogico constructivista con tendencia activista y
enfoque cognitivo, con el cual pretende contribuir a la trasformacion social, no solo del
estudiante como agente activo, sino también de su familia. Es por ello que esta experiencia
significativa se articula con el objetivo de calidad y con el perfil del estudiante expuesto en el PEI
de la institucidén, ya que se incorpora al proceso de ensefianza-aprendizaje una herramienta
pedagbgica, como el origami modular, para favorecer asi el desarrollo de competencias

matematicas.
Objetivo general:

e Construir conocimiento matematico a través de la modelacion como practica social,
donde se generen procesos de resignificacion de los conceptos geométricos relacionados
con los poliedros platonicos, al incorporar el origami modular como herramienta

pedagodgica en las practicas de aula de los estudiantes de grado quinto de Basica Primaria.
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Objetivos especificos:

e Disefiar e implementar actividades de aula para estudiantes del grado quinto de Bésica

Primaria, a través de la modelacion y del uso del origami modular.

e Propiciar un espacio al interior de las aulas de clase, en el cual, a través de sus practicas
de modelacion matematica, se genere el andlisis y la solucion de problemas por medio del

trabajo en equipo y del uso del origami modular.

e Generar procesos que les permita a los estudiantes, construir argumentos para resignificar
los conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos, mediante el uso del

origami modular.

MARCO TEORICO

Esta experiencia significativa estd basada en la Teoria de la Socioepistemologia, la cual se
caracteriza por ser un marco tedrico que da importancia a las multiples dimensiones que hacen
parte del saber, incluyendo el contexto, los escenarios no escolares habitados y las diferentes
formas de saber de los estudiantes; de igual manera asume “la legitimidad de toda forma de saber,
sea este popular, técnico o culto”. (Cantoral, 2013). En consecuencia, se valida el hecho de traer
al escenario académico el uso del origami modular, que se desarrolla en escenarios no
académicos, pero que puede ser utilizado como una herramienta pedagodgica con intencionalidad

y en la cual es funcional la intervencion del docente, para generar procesos de resignificacion.

La Socioepistemologia tiene un aporte fundamental: modela la construccion social de
conocimiento matemadtico conjuntamente con su difusién institucional; esto es, modeliza las
dindmicas de saber o conocimiento puesto en uso (Cantoral 2013, p. 97). En este sentido, las
practicas de modelacion serdn las que contribuyan a construir, reconstruir, dar significado y

resignificar los conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos.

Para Montiel y Buendia (2012), resignificar se refiere “al proceso continuo de dar significado al
saber matematico a través de sus usos, esto es, la significacion que subyace a la actividad y no
necesariamente al objeto matematico” (p. 64). Las autoras sefialan, ademas, que la resignificacion

€s un proceso continuo y no solo una meta, y, en consecuencia, las practicas deben ser
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intencionalmente desarrolladas con el objetivo de favorecer una continua significacion; los
significados se ponen en uso y evolucionan. Para ello, es necesario revisar el rol de las practicas,
el disefio de actividades y de herramientas pedagogicas. Es en este sentido, que el disefio de esta
propuesta tiene la intencionalidad de proporcionar un contexto institucional en el que la
modelacion, considerada como practica social ejercida por los participantes del sistema didactico,
permita la resignificaciéon del conocimiento matematico en torno a los conceptos geométricos

relacionados con los poliedros platdnicos.

Dinamica interna de la experiencia significativa

La metodologia empleada para el desarrollo de la experiencia significativa es el trabajo en
equipo. Se conformaron equipos de 6 estudiantes elegidos aleatoriamente, que ellos identificaron
como “mesas de origami”. Una vez organizadas las mesas de origami, el docente orienta el

trabajo en cuatro momentos, para generar la practica de modelacion:
Momento I. La interaccion con el fendmeno: la experimentacion

En este momento los integrantes de cada equipo, a partir de la observacién directa, la
manipulacién desde lo concreto y la descripcion, identifican las caracteristicas propias de cada
poliedro platonico, como lo son sus caras, aristas y vértices. Ademas, deben indicar la
importancia de este objeto matematico y cémo lo usan en la vida cotidiana, esto a partir de sus

saberes previos.
Momento Il. El acto de modelar: la prediccion

Los estudiantes construyen uno de los poliedros platonicos, utilizando la técnica del origami
modular a partir de la guia de construccion y la orientacion del docente; a partir del analisis que
hacen de la medida de las hojas iris utilizadas y la medida de las aristas, realizan una

interpretacion de la formula dada para calcular el volumen construido.

Posteriormente, realizan la prediccion de cuanto seria la medida de volumen de otro poliedro
platonico de la misma forma, pero de menor o mayor tamafio, a partir del conocimiento

adquirido, y explican como realizaron dicha prediccion.
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Cabe anotar que se inicia con el concepto de volumen, puesto que los estudiantes de grado quinto
han estudiado previamente la potenciacion y ello se requiere para calcular el volumen. De esta

forma ponen en practica la potenciacion cuando resuelven ejercicios usando la formula. Ver

Figura 1.

PLANTILLA DE onssnvncnou 2

b ﬁu.m BTECAES 2t G oo
| 3 e 4;,53" “*zzJ St v ﬂ
i

Cada equipo debe construir el Hexaedro
utilizando la técnica del Origami Modular con
hojas de 20 cm y calcular el V (Volumen)

‘ HEXAEDRO e Caras: & || N vertices: @ |[ NeAnstas 12 |

| | stendo “a”ia medida ge 1a arista \
|
|
|

P 7
i; l,)
Calculan

Mediclén

Hexaedvro

=
o
\N=a? Ayo‘-"'s/‘%q'
g
3 =0
V=7%-343 cvm? =
Interpretacion

Figura 1. El acto de modelar, la prediccion

Fuente: Elaboracion propia.

Momento I11. La articulacion de los modelos y el fenémeno en una red

Los estudiantes nuevamente construyen el poliedro platonico utilizando la técnica del origami
modular, con la diferencia de que cada equipo lo debe hacer con hojas iris de diferente tamaiio.
Una vez terminado y a partir de la medida de las hojas iris utilizadas y la medida de las aristas,

proponen la férmula para calcular el area lateral y el area total. Ver Figura 2.
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Figura 2. La articulacion de los modelos y el fendmeno en una red.

Fuente: Elaboracion propia.

Momento 1V. Descentrar la red del fenémeno via la analogia

Los estudiantes construyen un cuerpo geométrico que no es poliedro platonico, como el ortoedro.
“Transfieren” la experiencia vivida en las actividades previas a esta nueva situacion de
modelacion, identificando lo distinto y lo semejante. Calculan el volumen y el area total de este

nuevo objeto matematico.

Finalizado este momento, se puede validar la practica de modelacion con todo lo desarrollado por
los equipos en los cuatro momentos y sus resultados. Esto genera credibilidad en los estudiantes
hacia todo el proceso realizado y la metodologia empleada; asi mismo, lleva al reconocimiento de
la utilidad del origami modular como herramienta pedagédgica de clase y del conocimiento

matematico desarrollado.

Institucionalizacion y sostenibilidad

Esta propuesta de experiencia significativa se dio a conocer a toda la comunidad educativa en el
afno 2015. Buscando la posibilidad de que todos los docentes de Basica Primaria se vincularan de
una u otra forma a la iniciativa, se compartié la experiencia por medio de una exposicion, en la

que se explicd en qué consistia, el porqué de su pertinencia en la institucion, y los beneficios que
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esta puede generar en el desarrollo de competencias matematicas y en favor de la convivencia

escolar.

El efecto de esta experiencia en los estudiantes ha sido significativo, pues solicitan que minimo
una o dos veces por semana se realicen experiencias parecidas en clase. Han trasmitido lo
aprendido en las mesas de origami a los demas grupos de la institucion en su tiempo libre y/o
descansos, en los cuales comparten como modelar los poliedros platoénicos y lo aprendido en
relaciéon a los conceptos geométricos. Incluso se transmite hasta sus hogares, ya que han
compartido el conocimiento adquirido durante todo el proceso con los demads integrantes de su

familia.

Desde el afio 2016, esta experiencia significativa estd incluida en el PEI de la institucion, como
una estrategia de ensefianza-aprendizaje del drea de matematicas en la Basica Primaria, para los
conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos y a favor de la convivencia
escolar. Igualmente, hace parte de actividades institucionales o espacio creados por la propia
experiencia significativa, como son exposiciones, muestra pedagogica, semana de la convivencia,
olimpiadas matematicas, concursos de origami y festivales institucionales de aprendizaje y
convivencia. Esto genera credibilidad y reconocimiento por toda la comunidad educativa de lo

que se estd desarrollando al interior de la iniciativa.

En el afo 2018, la experiencia significativa obtuvo la Mencién Samuel Barrientos Restrepo por
parte de la Alcaldia de Medellin, en el marco del Reconocimiento SER MEJOR para la Calidad
Educativa, para ampliar su alcance y permitir una mayor inclusion. Este evento es organizado y

dirigido por la Secretaria de Educacion de Medellin.

Resultados de la experiencia

Se puede decir que se ha logrado alcanzar en gran medida el objetivo general al implementar una
estrategia que permite la resignificacion de los conceptos geométricos relacionados con los
poliedros platonicos; se construye conocimiento matemdtico a través de las practicas
intencionadas de modelacion al incorporar el origami modular como herramienta pedagogica en

el aula.
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Con relacion a los objetivos especificos se lograron disefar e implementar actividades que le
permite a los estudiantes del grado quinto de Basica Primaria, adquirir mayor significado de los
conceptos geométricos relacionados con los poliedros platonicos. Esto se evidencian en tres
aspectos en relacion al conocimiento matematico: la construccion de significados, de
procedimientos para calcular volumen, area lateral y area total, y la realizacion de procesos como
experimentar, predecir, articular y transferir el conocimiento matematico adquirido a través de las

practicas de modelacion.

Se ha logrado propiciar el acercamiento a una tematica del drea de matematicas, en la que se
genera el analisis y la solucién de problemas trabajando en equipo e incorporando el origami
modular en las practicas de aula. Se presenta a la comunidad educativa una herramienta
pedagogica de ensefianza-aprendizaje, que permite una construccion del conocimiento
matematico y el desarrollo de competencias como la formulacidn, el tratamiento y la resolucion
de problemas, la modelacion, la comunicacion y el razonamiento, asi como la formulacion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos. La estructura de la experiencia significativa es
secuencial y progresiva en su nivel de complejidad, por lo cual, le ha permitido a los estudiantes
explorar, plegar, calcular, predecir, argumentar, generar conjeturas y posibles respuestas, validar
y transferir el conocimiento matematico para resignificar los conceptos geométricos relacionados

con los poliedros platonicos.

Al iniciar la experiencia significativa en el afio 2015, se hizo un rastreo de los resultados en las
Pruebas SABER grado quinto, con respecto al componente Geométrico-Métrico de estudiantes de
la institucion. El1 48% de los estudiantes obtuvo un desempefio insuficiente, lo cual es evidencia
de la problematica planteada. En el afio 2017, después de implementar la experiencia significativa
por 2 afos, se logrd reducir el porcentaje de estudiantes con ese desempefio a un 38%. Esto
muestra un mejoramiento significativo en este importante aspecto. Igualmente, se ha logrado
reducir el porcentaje de estudiantes de grado quinto que pierden el adrea de matematicas en el
periodo en que se desarrolla la tematica de cuerpos geométricos y poliedros platonicos, ya que se

pasa de un porcentaje de pérdida del 30% a un 16%.

La evaluacion de la experiencia significativa (tipo encuesta escrita) realizada a 33 estudiantes del
grado quinto, muestra que un 100% quiere que se siga implementando la estrategia en el colegio.

Igualmente, el 100% de los estudiantes manifiestan haber fortalecido, por medio de la
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experiencia, conocimientos y conceptos del area de matematicas, como medir, sumar y
multiplicar. Respecto a su relacion con sus compafieros, manifiestan adquisicion de valores

institucionales, la comprension del trabajo en equipo y fortalecimiento de la convivencia escolar.

Los padres de familia también hicieron parte de este proceso de evaluacion. En una encuesta
aplicada a 36 padres de familia de estudiantes del grado quinto, el 100% manifiesta que quieren
que se siga implementando la estrategia con sus hijos. EI 100% de los padres de familia expresan
que identifican en sus hijos mayor interés y ganas por aprender, curiosidad y un mejor
aprovechamiento del tiempo libre. Expresan que evidencian en sus hijos mayor atencion,
concentracion y paciencia en las actividades que desarrollan; incluso se interesan por investigar
en internet informacion relacionada con el origami modular y las multiples posibilidades que
brinda para identificar y modelar diferentes cuerpos geométricos, lo cual propicia

aprovechamiento de las TIC.
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ESTUDIO DEL PERIMETRO DEL TRIANGULO ORTICO EN EL MARCO DE LA

GEOMETRIA ANALITICA Y CON HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

Nicolas Carvajal

Colegio Gimnasio Vermont

nc0593@gimnasiovermont.edu.co

El presente documento describe una experiencia de indagacion matematica a partir
del desarrollo de una monografia en la asignatura de Matematicas en el Gimnasio
Vermont de Bogotd. En esta se investigaron relaciones entre el perimetro del
triangulo ortico y el perimetro del tridngulo en el que estd contenido. Para ello, se
desarrolld6 un método de caracterizacion de tridngulos acutangulos en el plano,
utilizando algebra vectorial. Lo anterior se hizo con apoyo de un programa de
elaboracién propia en Python 3 y GeoGebra 5, para representar graficamente las

relaciones entre los triangulos descritos.

INTRODUCCION

El estudio que se describe en esta ponencia surge del desarrollo de una monografia en la
asignatura de Matemadticas en el Gimnasio Vermont de Bogot4d. En esta se quiso contestar la
pregunta /cuales son las relaciones entre el perimetro del tridngulo ortico y el tridngulo que lo
contiene? Para ello, primero se desarrollé un método basado en algebra vectorial para caracterizar
triangulos acutangulos en el plano; el estudio se restringi6 a estos triangulos debido a que con
geometria analitica hay que considerar la orientacion en la que abren lo angulos, sea a favor o en
contra de las manecillas del reloj, lo que dificulta generalizar para todos los triangulos.
Posteriormente, se usé la geometria analitica para encontrar relaciones geométricas en triangulos
equilateros, particularmente en el tridngulo Ortico. Finalmente, se escribid un programa para
verificar los resultados sobre las relaciones entre sus perimetros, utilizando el lenguaje de

programacion Python 3 y se propusieron conjeturas sobre otros tipos de triangulos.

Carvajal, N. (2019). Estudio del perimetro del triangulo o6rtico en el marco de la geometria analitica y con
herramientas tecnolégicas. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24
(pp. 235-242). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.
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EL TRIANGULO ORTICO

A . C
H

Figura 1. AABC y su tridngulo ortico AH;H,H;

El triangulo 6rtico de un triangulo ABC es el que tiene por vértices los pies** Hy, H, y Hy de las
alturas de AABC (Guirnalda Matematica, 2012). Para que los pies de las alturas pertenezcan a los
respectivos lados de AABC, es necesario que este sea un tridngulo acutangulo, por lo que se tuvo
que encontrar un método para determinar cualquier tridngulo acutangulo en el espacio

bidimensional.

El triangulo acutiangulo en el plano cartesiano

Para verificar que AABC es acutangulo se hizo uso del algebra vectorial para encontrar los

angulos de este.

El AABC (Figura 1) puede representarse en términos de vectores tales que:

AB =u
AC =v
BC=v—u

La representacion grafica se muestra en la Figura 2.

24 Entiéndase pie de la altura del tridngulo como el punto de interseccion entre la altura y el segmento del tridngulo.
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A

v

Figura 2. AABC en el plano representado en vectores

Si se quiere determinar que AABC es un tridngulo acutangulo, el producto punto entre todos los

vectores debe ser positivo, por lo que se tiene que cumplir que:
uv>0
—-(v—u)-—v>0
—u-(v—u)>0

EL TRIANGULO ORTICO EN EL PLANO CARTESIANO

Las coordenadas del AABC y su tridngulo ortico pueden hallarse en términos de los puntos de
interseccion de las rectas que contienen a los segmentos de los tridngulos. De esta forma, para

hallar sus respectivos perimetros, se tiene que:

Paase =+ (1 —x2)% + (71 — 72)2 + /(1 — x3)2 + (31 — ¥2)% + /(2 — x3)% + (V2 — ¥3)?

Y:

2
Pru byH, = \/(Hlx — Hax)? + (Hyy, — Hpy)? + \/(Hlx — H3,)? + (Hly - HSy)

+ \/(HZx — H3,)? + (Hyy — H3y)?
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El perimetro del triangulo értico en un triangulo equilitero

VAVAN

Figura 3. AABC equilatero y su triangulo ortico AH;H,H;

Las anteriores ecuaciones se pueden simplificar por ser AABC equilatero de tal modo que:

Ppapc =3 (\/(x1 —x3)% + (y1 — 3’3)2)

Ademas, los pies de las alturas de un triangulo equilatero corresponden al punto medio de cada
uno de los segmentos ya que la altura corresponde a la bisectriz del triangulo (Torres, 2018). Por

esta razon, las coordenadas para H; cuando AABC es equilatero pueden hallarse de la siguiente

manecra.
x1 + xz
x=—>=
2
_n + V2
Y 2

Al encontrar las distancias entre H; y H, se obtiene que:

X1+ X Xy +x3\2 i+ Y, Yot y3)
d(Hl,H2)=\/(12 2 22 3) +<12 2 22 3)

Que se puede simplificar a:
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1
d(Hy, Hy) = E(\/(Jﬁ —x3)%+ (y, — Y3)2)

Y como estas distancias son iguales para todos los segmentos, se puede concluir que:

3
Ppu oyl = > (\/(X1 —x3)2+ (y1 — }’3)2)
Asi, finalmente:

PAH1H2H3: Prppc = 1:2

USO DE LA TECNOLOGIA PARA ENCONTRAR CONJETURAS

Lo encontrado anteriormente se pudo plasmar en un programa de elaboracion propia, en Python
3. Al ingresar las coordenadas de cualquier tridngulo acutangulo, este permite calcular las
coordenadas de su triangulo ortico y la relacion entre los perimetros de los dos triangulos. El
programa, ademds, permite generar tridngulos aleatorios para analizar sus comportamientos. Este

se muestra a continuacion:
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1 from math import sqrt
2 from random import randint
3
4
5 def ortico(x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3):
]
7 angl = (x_2-x_1)*(x_3-x_1) + (y_2-y_1)*(y_3-y_1)
8 ang2 = (—x_3+x_2)k(-x_3+x_1) + (-y_3+y_2)k(-y_3+y_1)
9 ang3 = (=x_2+x_1)*(x_3-x_2) + (-y_2+y_l)*x(y_3-y_2)
10 if angl > @ and ang2 > @ and ang3 > 0:
11
12 hlx = (y_lsck2#%x_2 — y_1sky 2#x_1 — y_1ky_2%x_2 + y_Llkx_lky 3 -
13 y_Lkx_2%y_3 + y_bek24x_1 — y_2%x_Tsky_3 + y_2%x_2%y 3 +
14 X_Lkk2kX_3 — 2kx_LkxX_2%X_3 + X_2kk24x_3)/((y_1-y_2)#k2+(x_1-x_2)
15 *k 2)
16 hly = (y_lask2y_3 — 2ky_lxy_2%y_3 — y_Tax_Txx_2 + y_Likx_1%x_3 +
17 y_Lkx_24k2 — y_ Lkx_2%x_3 + y_2%kk2ky_3 + y_2kx_Takk2 - y_ 2x_1#kx_2
18 = y_24x_Lkx_3 + y_2#x_2%x_3)/((y_1-y_2)4k2+(x_1-x_2)4*2)
19
20 h2x = (y_Lky_2+x_2 — y_lky_2%x_3 — y_lkx_2%y_3 + y_Lky 3kx_3 +
21 y_24k2%x_3 - y_2%x_2%y_3 - y_2ky_3kx_3 + X_Lkx_2%kk2 -
22 2Hx_THkx_2kx_3 + x_Tkx_3%%2 + x_2ky_3xk2)/((y_2-y_3)kk2+(x_2-x_3)
23 *k 2)
24 h2y = (y_1lsy 2%%2 — 2y _lky_2%y_3 + y_Lky_3s%k2 + y_ 2&x_1xx_2 -
25 y_2kx_Lkx_3 — y_2kx_2kx_3 + y_24x_34x2 - x_Llkx_2%y_3 +
26 X_1ky_3kx_3 + X_2dk2ky_3 — x_2%y_3%x_3)/((y_2-y_3)4k2+(x_2-x_3)
27 Hok 2)
28
29 h3x = (y_Lkk2%x_3 + y_Lky_2kx_1 - y_lky_2kx_3 - y_lxx_1xy_3 -
30 y_Lky 3kx_3 — y_2kx_Lky_3 + y_ 2%y _34x_3 + Xx_Lick2%x_2 -
31 20X_1kx_2%X_3 + X_Lky_3kk2 + x_2%x_3%k2)/((y_1-y_3)sk2+(x_1-x_3)
32 *k 2)
33 h3y = (y_lsck2%y 2 — 2wy _Tky_2wy_3 + y_Tax_1sx_2 — y_lsx_1%x_3 -
34 y_Lkx_2%x_3 + y_Tkx_3kk2 + y_2ky_3kk2 + x_ldkkZky_3 - x_Llkx_2%y_3
35 = x_Lky_3kx_3 + x_2%y_3%xx_3)/((y_1-y_3)sk2+(x_1-x_3)%*2)
36
37 perimetro_original = sqrt((x_1-x_2)#*2 + (y_1-y_2)#k2) + sqrt((x_1-x_3)
38 *k 2
39 +
40 (y_1-y_3)
41 *k 2) + 0\
42 sqrif(x_2-x_3)#x2 + (y_2-y_3)#k2)
43
44 perimetro_ortico = sqrt((hlx-h2x)#*2 + (hly-h2y)**2) + sqrt((hlx-h3x)
45 dok 2
46 + (hly-h3y)
47 Hok 2) 4\
48 sqri((h2x-h3x)*x2 + (h2y-h3y)**2)
49
50 print("Relacion entre perimetros = " + str(perimetro_original /
51 perimetro_ortico) +
52 Yo"+ str(ix_1, y_1)) + str((x_2, y_2)) + str({x_3, y_3)))
53
54
55x1 =@
56y1 = 0@
57x2 =0
58y2 =0
50x3 =0
60y3 =0
61 for i in range(500):
62 x1 = randint(-1000, 1000)
63 yl = randint(-1000, 1000)
64 x2 = randint(-1000, 1000)
65 y2 = randint(-1000, 1000)
66 x3 = randint(-1000, 1000)
Figura 4. Programa en Python 3 para tridngulos orticos

Por el nimero de variables utilizadas para tridngulos isosceles, se hizo uso de este programa y de

GeoGebra 5 y se conjeturd que cuando:
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%E{}OPAHleHs; =2b

Donde h es la altura del AABC isosceles, b la base de AABC y Pay, p,n, €l perimetro del triangulo

ortico de AABC. Un ejemplo se muestra en la Figura 5.

10
H

H,

14—
-10 -5 DI
perimetro HIH2H3=28

?—

1]

C

-10

Figura 5. Medida de la base de un triangulo is6sceles (14) y perimetro de su tridngulo

ortico (28)

Ademas, se conjeturd que en un tridngulo que no es equilatero, la proporcion entre los perimetros
de AH ;H,H; y AABC ya no era de 1:2, como se demostrd para tridngulos equilateros, sino que

disminuye a medida que la altura de AABC crece, con base fija.

CONCLUSIONES

Fue posible, a través del algebra vectorial, caracterizar tridngulos acutdngulos en el espacio.
Usando la geometria analitica, se pudo demostrar que, para todo tridngulo equilatero, el perimetro
de su triangulo ortico es la mitad del perimetro del tridngulo dado. Finalmente, para triangulos
isosceles especificamente, se obtuvo que, al mantener la base del tridngulo fija y aumentar su
altura, el perimetro de su tridngulo ortico tiende a tener 2 veces la medida de la base del tridngulo

1sosceles.
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En suma, el uso de herramientas computacionales facilito la conjetura de relaciones entre el
perimetro del tridngulo ortico y el tridngulo que lo contiene a partir de la geometria analitica. El
lenguaje de programacion Python 3 y el software matematico GeoGebra 5 permitieron conjeturar
resultados de manera agil y practica, dando solucion a la pregunta de investigacion desarrollada

durante la monografia.

Finalmente, quedaron abiertas inquietudes tales como ;qué pasara con los tridngulos escalenos? y
[cuales son las relaciones entre el area del tridngulo ortico y el tridngulo que lo contiene? Estas

pueden ser abordadas en futuras investigaciones.
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LA CONSTRUCCION DEL CONO CIRCULAR RECTO COMO LUGAR DE

ARTICULACION ENTRE EL PLANO Y EL ESPACIO
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del Nordeste (UNNE).

gorosteguie@gmail.com

La formacién de profesores de Matematica en relacion con el campo de la geometria
es un tema de discusion al interior del grupo de investigacion GRUDIDMAT de la
FACENA de la UNNE. Las discusiones se llevan a cabo y se retroalimentan con trabajos
de investigacion, direcciones de tesis y becas de distintos miembros del grupo. En
esta ponencia exponemos un trabajo sobre el cono circular recto que se inicio en el
marco de la direccion de un trabajo de investigacion de una becaria y se continta en
la actualidad. Desarrollamos algunos tdpicos del marco didactico-matematico del
estudio realizado. También sefialamos algunas dificultades detectadas en estudiantes
avanzados respecto de la articulacion espacio-plano en el caso del desarrollo plano y

construccion del cono circular recto.

INTRODUCCION

La formacién de profesores en Matematica en relacion con el campo de la geometria es un tema
de discusion al interior del grupo de investigacion GRUDIDMAT (Grupo de Investigacion en
Didactica de la Matematica) de la FACENA (Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y
Agrimensura) de la UNNE (Universidad Nacional del Nordeste) en Argentina.
Estas discusiones se llevan a cabo y se retroalimentan en trabajos de investigacion, direcciones de

tesis y becas de distintos miembros del grupo.

Entre las investigaciones realizadas, se puede citar la tesis de Licenciatura en

Didactica de la Matematica siguiente: “Estudio de las condiciones de

Gorostegui, E. (2019). La construccion del cono circular recto como lugar de articulacion entre el plano y el espacio.
En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 234-251). Bogota:
Universidad Pedagogica Nacional.



funcionamiento de un sistema didactico orientado a la entrada de los alumnos al
razonamiento deductivo” (Gorostegui, 2007) que estuvo centrada en la
problematica de la introduccion de la demostracion en el 3° ciclo de la escuela
secundaria®® a partir de un problema geométrico de comparacion de areas. Otro
trabajo de Licenciatura en Didactica de la Matematica, dirigido por la profesora
Vanesa Clementin (2017), titulado “Un estudio didactico-matematico de la
desigualdad triangular: elaboracion y andlisis de una secuencia didactica para
alumnos de nivel secundario”, nos permitid6 avanzar con una propuesta de trabajo
en el nivel secundario en geometria euclidiana y extraer conclusiones respecto de
como los alumnos pueden apropiarse de los objetos geométricos en clases donde
los conocimientos se construyen y el rol fundamental del docente en crear las

condiciones para que esto ocurra.

Por otra parte, el trabajo de Maria Jos¢ Maciel, codirectora de una Beca de
Estimulo a las Vocaciones Cientificas del Consejo Interuniversitario Nacional (CIN,
2017, Argentina), cuyo titutlo es “Los datos de la historia para repensar la
ensefianza de la geometria en el secundario: Modelizaciones Sucesivas”, no
permitié constatar el escaso conocimiento en el campo de la geometria sintética y la
preponderancia algebraica para enfrentarse a los problemas de alumnos y

profesores de la region nordeste de nuestro pais.

En esta ponencia exponemos un trabajo sobre el cono circular recto que se inici6 en
el marco de la direccion de esta Beca y que en la actualidad se continua.
Desarrollamos algunos topicos del marco didactico-matematico del estudio
realizado. Asi también, sefialamos algunas dificultades detectadas en estudiantes
avanzados respecto de la articulacion espacio-plano en el caso del desarrollo plano

y de la construccion del cono circular recto.

25 En Argentina corresponde a alumnos de entre 14 y 15 afios.
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ACERCA DE LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA EN GENERAL Y DEL CONO RECTO EN PARTICULAR
La ausencia de un trabajo pertinente con los objetos geométricos en la escuela
secundaria y el andlisis de sus causas se viene exponiendo en diferentes
publicaciones (Broitman et al., 2009; Itzcovich, 2005) y documentos oficiales de
nuestro pais (Direccion de Curricula de CABA, 2005; Ministerio de Educacion de la
Naci6n, Argentina, 2012). Se menciona por ejemplo:
Los diversos agentes del sistema educativo compartimos una preocupacion por la casi ausencia de la
geometria en la escuela, porque su presencia se da en general bajo la forma de una ensefianza basada en la
“presentacion” de los objetos geométricos y sus propiedades sin oportunidad para los alumnos de atribuir
sentido a esos conocimientos. (Direccion de Curricula de CABA, 2005, p. 5).
A nivel internacional también podemos encontrar distintas publicaciones que se
manifiestan en el sentido antes citado (Houdement y Kuzniak, 2006; Gamboa y
Ballestero, 2010; Camargo y Acosta, 2012). Al respecto, Gamboa y Ballestero
(2010), en un trabajo sobre la percepcion de los alumnos de secundaria sobre la
ensefianza de la geometria concluyen:
[...] Las clases de geometria en la educacion secundaria se han basado en un sistema tradicional de
ensefianza, donde docentes presentan la teoria, desarrollan ejemplos y aportan los ejercicios que deben
ser resueltos por estudiantes. Estas actividades enfatizan en la aplicacion de férmulas y aspectos

memoristicos, lo que trac como consecuencia que procesos de visualizacién, argumentacion y

justificacion no tengan un papel preponderante en la ensefianza de la disciplina. (p. 139).

Si se analizan las propuestas de actividades de la década del 50 y del 60 del siglo
pasado en nuestro pais, una de las tareas habituales en el estudio de la geometria
escolar consistia en hacer desarrollos planos de distintos cuerpos para luego
construirlos. Este tipo de actividades fue perdiendo valor a tal punto que en la
actualidad est4 ausente por completo. No analizamos aqui las probables causas de
esta ausencia. Nos interesa, sin embargo, hablar del potencial como actividad que

permite hacer foco en cuestiones centrales del trabajo matematico y geométrico en
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particular. Por eso, consideramos pertinente su inclusion en la formacion de futuros
profesores de matematica. Nos referimos a la produccion de modelos geométricos,
a la anticipacion, a la validacion y a la relacion de la geometria con otros campos

(aritmética o algebra).

En nuestra universidad el estudio de las conicas se prevé en el campo de la
geometria analitica. En el caso del cono circular recto una tipica secuencia de
estudio consiste en definirlo como la superficie engendrada por un tridngulo
rectdngulo que gira en torno a uno de sus catetos, luego se hace una presentacion de
la formula de célculo de area de la superficie conica, seguida de ejercicios de
aplicacion. Al respecto nos preguntamos: ;ja qué conocimiento geométrico sobre el
cono acceden los alumnos a partir de este tipo de actividades? ;Lo podran construir
dado ciertos datos? Por otro lado, ;para qué calcular el area de la superficie conica?

(Con qué objetivo? Y si se supiera el area ;se podra construirlo?

SOBRE LA PROPUESTA DE TRABAJO CON LOS ALUMNOS

Una primera tarea propuesta consistido en proponer a los alumnos que dibujen el
desarrollo plano de un cilindro circular recto. El objetivo aqui es que puedan pensar
en el desarrollo plano de la cara lateral, en este caso de un cuerpo conocido y facil
de imaginar como el cilindro. Dicho desarrollo es un rectangulo cuya altura
coincide con la del cilindro y cuya base tiene una longitud igual a la longitud de la
circunferencia de la base. Una conclusion que emerge de esta tarea es que si se
quiere construir un cilindro con determinadas medidas hay que construir un
rectangulo y un circulo estableciendo las relaciones entre las longitudes
correspondientes (del lado del rectangulo y del perimetro de la circunferencia de la

base que se une a este lado).
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Una segunda tarea fue la siguiente: Si se quisiera construir un cono recto, ;{cOmMo

seria el desarrollo plano de este?

El desarrollo plano de la cara lateral del cono recto es un sector circular que tiene
como centro el vértice del cono y como radio la generatriz del mismo. Sin
embargo, la respuesta erronea mas frecuente de los alumnos fue que se corresponde
con un tridngulo con vértice en el vértice del cono y dos lados congruentes de

longitud igual a la longitud de la generatriz; es decir, un tridngulo isosceles.

Lo interesante aqui es ver las distintas exploraciones que realizan los alumnos para
arribar a conclusiones, los intercambios, la elaboracion de conjeturas, las
explicaciones de por qué deberia ser tal o cual figura y por qué no otras, etc. En
este punto los alumnos no solo tienen que establecer que el desarrollo plano
corresponde a un sector circular sino también por qué tiene que ser esta la figura
que les permite construir un cono circular recto.

Otro aspecto interesante —propio de la matematica en general y de la geometria en particular— es la
anticipacion. No se trata de construir efectivamente el cono, sino de anticipar, de pensar condiciones, de
afirmar que si el desarrollo plano tiene tales caracteristicas se podra construir, es decir, apoyarse en
conocimientos geométricos para validar su forma.

Lo que no anticipan los alumnos es que la distancia del vértice del cono a cualquier
punto de la circunferencia de la base es la misma (longitud de la generatriz) y que
esta igualdad se “traduce”, en el desarrollo plano de este cuerpo, en un sector
circular. No pueden coordinar una vista plana con la proyeccion lateral de este
cuerpo. Por ejemplo, un corte con un plano perpendicular al plano de la base por el
diametro de la circunferencia de la base corresponde efectivamente a un triangulo

isosceles pero su proyeccion lateral (patrén) corresponde a un sector circular.
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Es interesante la comparacion con el cilindro. En este caso el corte con un plano
perpendicular a la base (rectdngulo) coincide con el patrén de desarrollo
(rectangulo). Se puede decir también que en el caso del cilindro no necesitan “ver”
que la longitud de los segmentos que unen puntos de las circunferencias de las
bases (segmentos de la cara lateral) son iguales, dado que coinciden las longitudes
de estos segmentos con los del patron, es decir, con la longitud de los lados del
rectdngulo correspondiente al desarrollo plano. Sin embargo, en el cono circular
recto hay que considerar que las distancias del vértice a cada punto de Ia
circunferencia de la base son iguales y al ser un conjunto de puntos que estan a una
misma distancia de un determinado punto (vértice del cono) tienen que relacionar
con una circunferencia cuyo r = g (generatriz del cono) con centro en v (vértice

del cono).

Una tercera consigna para los alumnos consiste en solicitarles que construyan un
cono a partir de ciertos datos: altura y radio de la circunferencia de la base. Para
responder a esta tarea tienen que poner en relacion las distintas miradas sobre el
cuerpo. Por un lado, la altura corresponderia a la altura del tridngulo del corte con
un plano perpendicular al plano de la base por el didmetro de la circunferencia de la
base, pero también tienen que considerar el angulo de abertura del sector circular
del desarrollo plano. Hay una relacion de proporcionalidad a establecer entre la
amplitud del sector circular y su longitud, ya que como lo que no se sabe es el
angulo de apertura del sector circular, pero es un dato la longitud del mismo, se
debera establecer lo siguiente: a 360° (un giro completo) le corresponde la longitud
del sector circular completo, es decir, la longitud de la circunferencia de radio g, y
al angulo de apertura de la cara lateral del cono, le correspondera la longitud de la

circunferencia de la base del cono. Escrito en simbolos, esto es:
360° @
2mg 27T

siendo & la amplitud del sector circular, de donde resulta:
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& =2mr, 22X = ¢ =2360°
ng g
Coordinar las relaciones entre distintas variables, dependiendo de los datos para la
construccion del cono: angulo de apertura del desarrollo plano y arco que
subtiende, altura del cono, longitud de la circunferencia de la base y de la directriz,

etc., representa para los alumnos un alto desafio.

CONCLUSIONES

La informacion proporcionada por las experiencias realizadas con las actividades
anteriores da cuenta de las dificultades de los alumnos a la hora de enfrentarse a un
trabajo geométrico en el que no se trata de aplicar formulas para obtener resultados.
La problematica que estamos planteando va mucho mas alld de esta idea
“aplicacionista” en la ensefianza. Se trata para nuestro equipo de investigacion de
proponer situaciones a los alumnos de tal manera que les permitan pensar
geométricamente. Esto implica, en este caso, articular distintas miradas sobre un
objeto geométrico con vistas a su construccion, tarea para nada facil para los

estudiantes tanto del secundario como para los del profesorado de matematicas.

Las producciones de los alumnos, sus dudas, marchas y contramarchas dejan al
descubierto la escasa disponibilidad de conocimientos matematicos para abordar las
tareas. Nos referimos por ejemplo a reconocer que la circunferencia como el lugar
de los puntos del plano que equidistan de un punto es un concepto que permite
identificar y fundamentar que el desarrollo plano de un cono circular recto no
puede ser un tridngulo sino un sector circular. Nos referimos también a la relacion
de proporcionalidad no reconocida por los estudiantes como una herramienta que
permite poner en relacion ciertos datos para los calculos. Otro conocimiento no

disponible para los estudiantes es la coordinacion de distintos puntos de vistas o
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perspectivas del cuerpo en cuestion, por ejemplo, al imaginar las figuras
geométricas resultantes a partir de distintos cortes con planos rectos, en este caso

del cono circular recto.

Estos hallazgos nos interpelan como formadores de formadores en cuanto al lugar
de la geometria en la ensefanza y al tipo de trabajo geométrico que se requiere en
la formacion de profesores de matematica y en la escolaridad obligatoria. Esto si
consideramos que tratar con estos objetos es una entrada interesante a la cultura
matematica, a una porcion de esta como es la geometria y que durante muchos
siglos permiti6 el avance de los conocimientos matematicos de los que hoy

disponemos y que, al mismo tiempo, dio lugar a la construccion de otros.

Claramente el estudio de cuerpos en el espacio, hoy dia relegado en la formacion de
profesores, es para nuestro grupo de investigacién altamente relevante.
Consideramos que seria conveniente que las propuestas de trabajo en este aspecto
se dirijan a lograr que los alumnos adquieran una imagen mental de los cuerpos
geométricos en el espacio desde distintos puntos de vista (desde un costado, de
frente, desde arriba, etc.) en articulacion con su representacion plana (distintas

proyecciones planas del cuerpo).

Contribuir con propuestas para la discusion sobre estos temas con otros colegas es
nuestro proposito. Sin duda tanto nuestras experiencias como los intercambios

académicos enriquecen nuestra mirada sobre la formacion de profesores.
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Este documento presenta los resultados obtenidos en la aplicacion de una secuencia
de tareas acompafiadas con un material didactico llamado SAGOOS a un grupo de
estudiantes con discapacidad visual. Estas tareas tenian como objetivo desarrollar
procesos de conjeturacion y conceptualizacion en torno al objeto geométrico
cuadrilatero. Este reporte presenta los referentes tedricos usados para el disefo de las
tareas y el material, la descripcion de la poblacion que hizo parte del experimento,

ejemplos de las tareas propuestas y las respectivas conclusiones posteriores.

MARCO TEORICO

Discapacidad visual

De manera general, el MEN (2017) define la discapacidad como “un conjunto de caracteristicas o
particularidades que constituyen una limitacién o restriccion significativa en el funcionamiento
cotidiano y la participacion de los individuos, asi como en la conducta adaptativa, y que precisan
apoyos especificos y ajustes razonables de diversa naturaleza.” (p. 20). Las personas con
discapacidad visual presentan un dafo total o severo de la funcidon visual. Esto incluye a las
personas ciegas o con baja vision. Son personas que tienen caracteristicas cognitivas que
requieren otros estimulos sensoriales, diferentes a los relacionados con la vision.

El material didactico es un recurso que sirve para suplir “las necesidades comunicativas y
expresivas del alumno, facilitar la comprension de los contenidos.” (Campo, 1986, p. 190). Debe
apoyar la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos, las habilidades y las destrezas. El material

didactico para estudiantes en condicion de discapacidad visual debe favorecer al sentido del tacto

Gonzalez, L., Canchon, L. y Plazas, T. (2019). Geometria fuera de vista. En C. Samper y L. Camargo (Eds.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 253-260). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.
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pues sus manos son su principal instrumento de experimentacion. Revuelta (1993) menciona dos
adaptaciones particulares: “la mano debe convertirse en el 6rgano primario de percepcion, sin
perder por ello su funcion ejecutora, la coordinacion visomotora se sustituye en el nifio ciego por
coordinacion bimanual y coordinacién oido-mano.” (p. 10) El profesor debe tener presente estos

dos aspectos para la construccion o adaptacion de un material didactico.

Procesos matematicos

Perry, Samper, Camargo y Molina (2013) definen conjeturar como “establecer enunciados de
caracter general” (p. 17). Para la construccién de conjeturas se realizan principalmente dos
procesos: 1)la exploraciéon que consiste en construir una representacion y a partir de ella
encontrar propiedades, relaciones entre ellas e invariantes. 2) La visualizacion que parte de una
representacion grafica y, por medio de acciones que lleva a cabo el estudiante, tales como
observar, detallar o percibir, permite detectar propiedades geométricas de un objeto. De igual
manera, le permite reconocer figuras geométricas y hacer una comparaciéon con, bien sea la
representacion matematica, o con la imagen conceptual que ha generado.

Hit (citado por Barrios, Mufioz y Zetién, 2008) considera que “la visualizacion no es una
actividad cognitiva trivial: visualizar no es lo mismo que ver” (p.17). Apoyados en esto, para el
contexto de la discapacidad visual, Santacruz y Sinisterra (2013) afirman que “visualizar se
refiere a las manipulaciones que cognitivamente puede hacer el nifio alrededor de la
representacion de un objeto geométrico, la cual se puede construir por distintos canales, no solo
visuales” (p. 54). Es decir que el estudiante en condicion de discapacidad visual puede realizar
una exploracion de indole geométrico por medio de la percepcion de los objetos o
representaciones de estos, usando la percepcion haptica.

Segun Leikin y Winicki-Landman (citado por Silva, 2013), definir “es mucho mas que asignar

un nombre” (p. 5). Es un proceso de construccion y formulacion de caracteristicas del objeto
que contribuyen a su significado. Existen dos procesos diferentes para definir conceptos:
definir de manera descriptiva un concepto (a posteriori) y de manera constructiva (a priori)

(De Villiers, 1998, 2004, citado por Silva, 2013, p. 34). La primera

significa que se define después de haber conocido propiedades del concepto por algin tiempo. En otras
palabras, la imagen del concepto estd desarrollada antes de formular una definiciéon del concepto y la

segunda forma significa que cierta definicion de un concepto se cambia a través de la exclusion,
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generalizacion, especializacion, sustitucion o adicion de propiedades, construyendo un nuevo concepto en el
proceso. En este caso, la definicion de un nuevo concepto precede a la posterior exploracion de las

propiedades adicionales y al desarrollo de la imagen del concepto. (Silva, 2013, p. 34).

DESCRIPCION DE LA POBLACION

Esta experiencia se realizo en el colegio José Félix Restrepo, colegio mixto, ubicado en el barrio
Sosiego de Bogotd, Colombia. Esta institucion permitié realizar la implementacion de las
actividades con un grupo de estudiantes con discapacidad visual: una estudiante de grado sexto
(Sofia que tiene ceguera total) y tres estudiantes de grado séptimo (uno de los participantes tenia
ceguera parcial y los otros ceguera total, entre ellos Diana). El rango de edades de los estudiantes
era entre 12 y 13 afios. No tenian nociones de geometria elemental, como la definicion de
congruencia, de segmento, angulo, entre otras, ni concepcion de medida. De igual manera, no

habian utilizado herramientas como la regla y el transportador.

TAREAS PROPUESTAS

En las sesiones iniciales, se les explicod a los estudiantes en qué consistia el material didactico y
como funcionaba. SAGOOS (Segments — Angles — Geometry — Out — Of —Sight) es un conjunto de
estructuras construidas en MDF (tablero de fibra de densidad media), disefiado por las autoras de
esta ponencia. Cada estuche de SAGOOS contiene: 4 segmentos (estructuras que cambian de
longitud), 4 angulos (pieza que gira; de esta manera puede cambiar su amplitud), 4 trabas (pieza
para lograr que las medidas de los segmentos queden fijas), 1 regla (con puntos en relieve
separados por un espacio de un centimetro) y 1 transportador (adaptado para usarse con el
material y el tipo de poblacion). Para construir cualquier cuadrilatero, basta con encajar los
angulos en los huecos ubicados en los extremos de los segmentos. Dependiendo de la figura que
se desee construir, la longitud del segmento puede variar e igualmente la amplitud de los angulos.
A continuacion, presentamos algunas de las tareas propuestas.

Tarea 1. Construccion y definicion de cuadrilateros

La sesion se inicia entregando cuatro angulos y cuatro segmentos a cada estudiante. Dado que
previamente habian logrado encajar el angulo en los orificios de los segmentos, se les dio la
indicacion de jugar con las ocho estructuras y realizar las construcciones que quisieran.

Posteriormente, se les pididé que construyeran una figura utilizando todas las estructuras:
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Figura 1. Construyendo figuras y cuadrilateros

Profesora: (Cuantos segmentos y cuantos angulos tiene la figura que tienen sobre la
mesa?

Sofia: Cuatro.

Profesora: Listo. Y, si le agregamos la caracteristica de que sea una figura cerrada,

(,como me definirian esa figura que tienen en la mesa?

Sofia: Es una figura cerrada que tiene cuatro segmentos y cuatro angulos.

Profesora: Perfecto. A esta figura le pondremos el nombre de cuadrilatero.

A partir de las diferentes construcciones hechas por los estudiantes, se evidencié que conocian
algunos cuadrilateros, puesto que al decirles que nombraran qué era lo que tenian en la mesa,
decian que tenian rectdngulos o cuadrados. Como las respuestas eran diferentes, se comento que
todas las figuras que habian nombrado se podrian agrupar en un solo conjunto, el de los

cuadrilateros, y que después se encontraria como diferenciar cada una de ellas.
Tarea 2. Definicion de rectangulo y propiedad de los segmentos opuestos

En la mesa de trabajo se habian construido y pegado dos rectingulos (uno por pareja).
Inicialmente, se les pidi6 a los estudiantes que midieran el angulo que estaba ubicado a su
derecha y luego el de la izquierda. En ambos casos llegaron a que la medida era de 90°; por ende,
concluyeron que los cuatro angulos eran rectos. Una vez identificada dicha caracteristica, se les
dio tiempo para que tocaran la figura y establecieran cudntos dngulos y cuantos segmentos la

conformaban.
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Figura 2. Uso de instrumentos para construir la definicion de rectangulo

Profesora: Muy bien y ademas de ser cuadrilatero, ;cual caracteristica acabaron de
encontrar con respecto a la medida de los d&ngulos?

Sofia: Que todos miden 90.

Diana: Que todos son rectos.

Profesora: Correcto. Y, si unimos esas caracteristicas y le ponemos el nombre de
rectangulo a esa figura, ;como la definirian?

Sofia: Un rectangulo es un cuadrildtero que tiene cuatro segmentos y cuatro
angulos y todos sus angulos son rectos.

Profesora: Exacto. Entonces si decimos cuadrilatero, ya sabemos que tiene cuatro
angulos y cuatro segmentos y no es necesario decirlo de nuevo. Pueden
decir que es un cuadrildtero con los cuatro dngulos rectos o que es una
figura con cuatro angulos y cuatro segmentos y que sus angulos miden 90° o
son rectos. Pero no es necesario decir las dos cosas. ;Claro hasta ahi?

Sofia: Un rectangulo es una figura cerrada con cuatro angulos y cuatro segmentos

y cuatro angulos rectos.
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Luego se procedio a hallar la caracteristica de estos con respecto a las medidas de sus segmentos.

Para esto se le asignaron dos segmentos a cada estudiante, para que los midieran.

Figura 3. Determinacion de una propiedad de los rectangulos

Profesora: (Cudl fue la medida del segmento que tienen en frente? ;Cudl fue la

medida de los segmentos que estan ubicados a la izquierda?

Diana: 23 centimetros, 14 centimetros. Esos segmentos [los opuestos] también

serian iguales.

Profesoras: Exacto. Esos segmentos que estan ubicados, asi como estan sentados
ustedes, uno en frente del otro, se llaman segmentos opuestos. ;Claro a

cuales segmentos nos referimos?

Bueno, queremos que nos sefalen cudles son los segmentos opuestos en

ese rectangulo que tienes sobre la mesa.

Diana: [Sefiald correctamente como segmentos opuestos aquellos que estaban
ubicados frente a €I, pero a la hora de sefialar los que se encontraban a la

izquierda y derecha se le dificulté un poco].

[.]

Estudiante 1: | Los que estan en frente.
Estudiante 2: | Los opuestos.
Estudiante 3 Que los segmentos opuestos miden igual.

[.]
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Profesora: Listo, ya tienen las caracteristicas, ahora ;cémo nos definirian un

rectangulo?

Estudiantes: Es un cuadrildtero que tiene los segmentos de en frente con iguales

medidas

En este punto de la sesion, se evidencié que los estudiantes lograron, en gran medida, desarrollar
el proceso de conjeturacion. Cada pareja de estudiantes identificd la caracteristica en el
rectangulo que le correspondia, es decir, que lograron hacerlo para dos casos particulares, y
partiendo de esto lograron llegar a una generalizacion, reconociendo que dicha caracteristica se
cumplia para cualquier rectdngulo. Esto les permiti6 formular la conjetura mencionada

previamente, usando sus propias palabras.

CONCLUSIONES

Consideramos que en el transcurso de las sesiones se logrd, en parte, que los estudiantes
desarrollaran el proceso de definir de manera descriptiva, como lo propone de Villiers (1998,
2004, citado por Silva, 2013), dado que se les presentaron las estructuras que representaban las
figuras geométricas y, por medio del sentido del tacto y usando los instrumentos (regla y
transportador), realizaron exploracion y visualizacion para descubrir las caracteristicas de las
figuras geométricas estudiadas (rectangulo, cuadrado y rombo). Después de esto, formularon la
definicion del concepto geométrico correspondiente.

Los estudiantes expresaron la necesidad de usar el material para aprender geometria. Incluso
algunos docentes de la institucion estaban interesados en el material, debido a su funcionalidad,
pues el niflo puede manipularlo y hacer construcciones de figuras geométricas haciéndose una
imagen mental de estas mismas. De esta manera, los estudiantes con discapacidad visual dejan de
tener que limitarse a la memorizacion y repeticion de conceptos geométricos para aprenderlos, y
son participes de la construccion de significado. Ademas, el material ayuda a generar inclusion en

el aula.
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Javier Jiménez
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Examinando las ideas previas de los estudiantes de grado sexto del Instituto Técnico
Industrial Piloto /ED (171P), ligadas a los conceptos que ataiien a la geometria plana, se
inici6 indagando sobre lo que intuian por punto y recta. La intervenciéon oral y la
escucha dejaron que los niflos interactuaran y revelaran sus nociones, para que fueran
aprobadas o refutadas por sus compaieros. Luego, consultaron y expusieron estos
términos con el fin de enriquecer sus concepciones. Aqui se aportan algunas ideas
que declararon y se contrastan con las definiciones forjadas en la historia y con las

citadas en publicaciones.

DEFINICIONES DE PUNTO Y LINEA RECTA

La importancia del estudio de punto y linea recta radica en el potencial que poseen para modelar
fendmenos naturales. La existencia de la materia se intenta revelar a partir de la divisibilidad de
los objetos, procurando fijar las particulas “elementales”. Asi, al tomar como prototipo el “punto
geométrico” para sefialar atributos de una onda-particula lleva a suponer, desde la fisica, que
cuanto menor es el radio de dicho elemento, mayor es la energia; si fuese infinitesimal, la energia
seria infinitamente grande. Esto conduce a revisar otros conceptos en oposicion, tales como “lo
discreto y lo continuo”, “la materia y el vacio”, y evolucionar “al objeto y al campo”, lo cual le
compete a la teoria cudntica. Por otro lado, para explicar el origen del universo se plantean
arquetipos unidimensionales que se describen como pequeios segmentos de una linea en

vibracion, llegando a las teorias de las cuerdas.

Jiménez, J. (2019). Elementos basicos de la geometria: ideas previas de los estudiantes de grado sexto. En C. Samper
y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 261-270). Bogota: Universidad
Pedagdgica Nacional.



Referentes historicos

Por sus contribuciones a la geometria, se resaltan los conceptos aportados por algunos griegos, y

por los ilustres matematicos Leibniz y Hilbert.

Euclides: Por acuerdo de historiadores, se dice que Elementos es un texto del 300 a. C. En el

Libro I se fijan las definiciones de punto, linea y linea recta:

1. Un punto es lo que no tiene partes. 2. Una linea es una longitud sin anchura. 3. Los extremos de una
linea son puntos. 4. Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que estan en

ella. (Euclides, 1991, pp.189-190).

En las definiciones 2 y 4, se diferencian las lineas (que admiten curvas) y las lineas rectas. En las

notas a la definicion 1, el traductor de los Elementos sella:

1. Aristételes define el punto como el limite de la linea, la linea como limite de la superficie, la
superficie como el limite del cuerpo so6lido. 2. Alejandro de Afrodisia sostenia que los elementos

primeros del plano son las lineas, y de las lineas los puntos. (Euclides, 1991, pp.189-190).

En conexion a la definicion 4 en las notas sobre linea recta se despliega:

Los griegos se formaron tres representaciones basicas de la linea recta: 1. la de un hilo tenso, 2. la de
un rayo de luz, 3. la de un eje o lugar de los puntos que se mantienen inmdviles en un cuerpo fusiforme
suspendido por ambos extremos. Y para Arquimedes 4. la recta es la mas corta de todas las lineas que

tienen los mismos extremos. (Euclides, 1991, pp.190-191).

Finalmente, en los postulados con relacion a la linea recta se indica:

1. Postulese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera. 2. Y el

prolongar continuamente una recta finita en linea recta. (Euclides, 1991, p.197).

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716): Al parecer, en 1663, Leibniz empez6 a estudiar
los Elementos de Euclides no solo para revisarlos y comentarlos sino con un proposito mayor, el
de demostrar los axiomas y el de erigir una nueva Caracteristica Geométrica. En 1677, escribid
un ensayo sobre esta nueva forma de ver la geometria donde expuso su proyecto de construir un
andlisis geométrico basado en la situacion, el Analysis Situs. Segin Echeverria y De Mora (2016)

“en el manuscrito de 10 de agosto de 1679, se ocupd en primer lugar de la definicion de espacio y
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luego de la de punto... modificando la de Euclides... Leibniz partié de la relacion de

congruencia” (p.107):

Lo siguiente a considerar es el punto, es decir aquello mds simple entre todo lo que pertenece al
espacio o la extension; pues del mismo modo que el espacio contiene a la extension absoluta, asi los
puntos expresan lo que es maximamente limitado en la extension, sin duda el simple sifus. De ahi se
sigue que el punto es un minimo y carece de partes, y todos los puntos son congruentes entre si (es
decir, pueden coincidir), por lo tanto, son semejantes y, se podria decir, iguales. (Leibniz, 1995, citado

por De Mora, 2018, pp. 95-96).

En 1679, en una epistola a Huygens, a modo de resumen, Leibniz le anexa su Caracteristica

Geomeétrica. Alli define linea recta vinculandola con el infinito:

Es el lugar de todos los puntos Y con respecto a los cuales tres puntos dados A. B. C. se comportan del
mismo modo; todos esos puntos [se refiere a los que “se comportan del mismo modo”, es decir, a los
que estan en la misma relacion de congruencia con A, B, y C] caerdn en la recta infinita. (Leibniz,

1995, citado por Echeverria y De Mora, 2016, pp.112-113).

David Hilbert (1862-1943): Los Fundamentos de la geometria fueron publicados en 1899, en
este texto se enumera los tres elementos de la geometria, las cinco relaciones que se establecen
entre estos y los cinco grupos de axiomas. El primer capitulo lo introduce con los “elementos de

la geometria™:

Pensemos tres distintos sistemas de entes: a los entes del primer sistema los llamamos puntos y los
designamos con 4, B, C, ..., a los entes del segundo sistema los nombramos rectas y los designamos
cona, b, c, ..., alos entes del fercer sistema, los llamamos planos, y los designamos con a, b, g, ...
Los puntos reciben también el nombre de elementos de la Geometria lineal, los puntos y rectas el de
elementos de la Geometria plana, y los puntos, rectas y planos, el de elementos de la Geometria

espacial o del espacio. (Hilbert, 1996, p.3).

Con este abordaje, Hilbert reclama la apertura de tomar cualquier terna de entes que cumplan con
las relaciones y los grupos de axiomas, convirtiendo los elementos bésicos en variables. En este

sentido, Hilbert manifesto:

Uno deberia ser capaz de decir siempre, en lugar de puntos, lineas rectas y planos, mesas, sillas y jarras

de cerveza. (Hilbert, 1996, p. xxix).

263



Obras al alcance de los estudiantes

Los textos revisados se clasifican en tres tipos: 1) obras generales sin implicaciones matematicas
tales como enciclopedias en general, diccionarios enciclopédicos o Internet (enciclopedias en
linea, wikis o blogs), i1) obras que son especificas para consulta de matematicas sin ser libros de

texto como enciclopedias temdticas y iii) obras de texto para educacion bésica y/o media.

Obras generales sin implicaciones matemadticas

Punto | 1) (Lat. punctum, der. de pungere, punzar). 1. Elemento del espacio, de muy
pequetias dimensiones, que puede representarse por la interseccion de dos rectas...
(Larousse Librairie, 1982, pp. 9016-9017). ii) Sefial diminuta. //Sitio. //Cosa muy
corta, parte minima. (Garzon, 1994, p.1013). iii) El punto es la unidad mas simple,
irreductiblemente minima, de la comunicacion visual, es una figura geométrica sin
dimension, tampoco tiene longitud, area, volumen, ni otro angulo dimensional. No

es un objeto fisico. (Wikipedia, s.f.).

Recta | 1) Recto, ta: (Del lat. Rectus). Que no se inclina ni aun lado ni al otro. /2. V.
angulo, caso, cilindro, compas, cono, feudo, seno recto. //3. V. ascension, esfera,
linea recta. /7. Geom. V. linea recta. (Real Academia Espafola, 1970, p. 1116). i1)
Raya. Segmento, trazo. V. LINEA. (Corropio, 1985, p.747). iii) En geometria
euclidiana, la recta o la linea recta es una linea que se extiende en una misma
direccion; por lo tanto, tiene una sola dimension y contiene un nimero infinito de
puntos. Dicha recta también se puede describir como una sucesion continua de

puntos extendidos en una sola direccion. (Wikipedia, s.f.).

Obras de consulta matematica

Punto | 1) Situacion en el espacio, sobre una superficie o en un sistema de coordenadas.
Un punto carece de dimensiones y solamente estd definido por su posicion.
(Castano, 1982, p. 159). 11) Término genérico que designa los elementos de
cualquier espacio geométrico, en particular los elementos de un espacio afin,
euclideo o proyectivo. Con la aplicacion de técnicas geométricas a otros aspectos

de las matematicas, al querer dar una imagen geométrica de determinados

264



conjuntos se acostumbra a llamar puntos a sus elementos. Por lo tanto, no puede
definirse el punto de una manera precisa, sino que hay que dar una definicion en

cada area de las matematicas. (Espinosa, 2003, p. 242).

Recta

1) La linea recta es la mas sencilla de todas las lineas. Un hilo delgado y tenso nos
da su imagen; imagen imperfecta, puesto que una linea recta carece de espesor y
debe suponerse ilimitada en los dos sentidos. La linea recta no puede definirse y su
nocion es intuitiva... (Grupo Editorial Cumbre S. A., 1977, p. 161). ii) Union
entre dos puntos del espacio o sobre una superficie. Una linea tiene longitud, pero
no espesor, es decir, tiene una dimension. La linea recta es la menor distancia
entre dos puntos de una superficie plana. (Castafio, 1982, p. 115). iii) Es una
sucesion de puntos que estan en la misma direccion. Puede definirse también
como la frontera o borde de dos semiplanos. (Santamaria, 1995, p. 320). iv) Recta:
Geom. Conjunto continuo de puntos alineados, de direccion constante. (Espinosa,

2003, p. 255).

Obras de texto

Punto

1) La punta de una aguja, de un alfiler o de un ldpiz, dan idea del punto. El
encuentro o cruce de dos lineas forma también un punto. El punto no tiene
ninguna dimension; pero en la practica se lo sefiala con un pequefio trazo que es
algo extenso como el punto de la i (¢), o con el cruce de dos rayitas (x). (Rozan,
1956, pp. 31-32). ii) Un punto no tiene tamafio, s6lo ocupa un lugar. La pequena
marca que deja la punta afilada de un lapiz puede representar un punto. (Chapin,

Mlingworth, Landau, Misingila y McCracken, 1996, p. 41).

Recta

1) Linea recta. - Un hilo bien tirante, el doblez de una hoja de papel, las aristas de
una regla, las equinas de las paredes, dan idea de la linea recta. La linea recta, o
simplemente recta es el camino mas corto que hay entre dos puntos... Para trazar
rectas se emplea generalmente una regla, una escuadra o un cordén bien tirante.
(Rozan, 1956, p. 32). ii) La recta es considerada como un conjunto infinito de
puntos que se prolonga indefinidamente en dos sentidos opuestos. La marca que

deja un lapiz al pasar por dos puntos usando el borde de una regla, da la idea de

265




recta. En la representacion de una recta, se trazan flechas en sus extremos para
indicar que no termina. Las rectas se nombran con las letras que indican dos de

sus puntos o mediante una letra mintscula. (Cubillos y Salgado, 2004, p. 218).

IDEAS PREVIAS APORTADAS POR LOS ESTUDIANTES

En periodo 1-2019, se hizo un trabajo con 165 nifios de cinco cursos de 6° grado. Se les solicitd
que dibujaran un punto y una recta, y que luego los explicaran. Las respuestas se categorizan

segun el uso, los atributos fisicos y la esencia:

Los términos descritos a partir de los usos

Usos del punto: | El punto nos ayuda a hacer figuras, es un signo de puntuacion, se

utiliza para separar nimeros y para separar parrafos.

Usos de la La recta tiene diferentes usos (recta numérica), sirve para ubicar

recta: numeros y para crear superficies planas.

Términos descritos a partir de los atributos fisicos

Forma del punto: Es plano, es circular, es una circunferencia, es redondo, puede

tener cualquier forma, el punto no tiene vértices.

Tamafio del punto: | Es pequefio, tiene cualquier tamafio, ocupa un espacio, el punto se

puede medir, tiene area y perimetro.

Color del punto: Es negro, es de diversos colores, puede tener cualquier color.

Forma de la recta: | Es plana, es una linea derecha, es delgada, es de cualquier grosor,
no es una linea curva, no tiene partes circulares, no es torcida, no

tiene altura, con dos puntos se forma una recta.

Tamafio de la recta: | Es larga, es corta, tiene comienzo y final, tiene varios tamafios, se

puede medir, tiene area y perimetro.

Color de la recta: Puede tener diversos colores, es de cualquier color, es negra.
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Los términos descritos a partir de la esencia

Esencia | Es una figura geométrica, hace parte de una linea, hace parte de todas las
del figuras geométricas, es el inicio de una linea, no existe en la realidad, no existe

punto: en la naturaleza, el punto no tiene area, el punto no tiene volumen.

Esencia | Esun elemento bésico de la geometria, es esencial para la geometria, hace parte
de la de las figuras geométricas, forma figuras, tiene diferentes posiciones, tiene dos
recta: sentidos, es infinita, no tiene fin, es la unidén de dos puntos, no es una figura

geométrica, no existe en la naturaleza, es un grafico, se hace con una regla.

VINCULOS ENTRE LAS IDEAS PREVIAS Y LOS REFERENTES

Aqui se sefialan algunas ideas de los estudiantes las cuales se comparan con las definiciones

forjadas en la historia y en obras que estan a su alcance.

En relacion con los usos del punto se puede citar a Garzon (1994) que los emplea para indicar un
sitio, y a Castafio (1982) como la situacion en el espacio dado un sistema de coordenadas. En las
diversas definiciones no se sefialan los usos indicados por los nifios. Esto se debe a que la
relacion que establecen estd vinculada con la puntuacion ortografica o con la separacion de cifras.

Empero citan la recta numérica para ilustrar un uso.

Quienes indicaron cualidades fisicas ligadas con forma, tamafio y color, lo hicieron a partir de los
dibujos. En conexién con la nocidén de recta, las expresiones “es larga”, “es corta”, “tiene
comienzo y final” tiene reciprocidad con la definicidon 2, y con el postulado 1 y 2 de Euclides

(1991). Esas ideas estan en Corropio (1985) y corresponden a la de segmento de recta.

Ahora, revisando la nocion de Arquimedes citado por Euclides (1991) “la recta es la més corta de
todas las lineas que tienen los mismos extremos” encaja con las dadas en clase “es la union de
dos puntos” y con “dos puntos se forma una recta” y se acoplan con las de Castafio (1982) y

Rozan (1956).

29 ¢

El atributo mencionado en clase, la recta es “infinita”, “no tiene fin”, lo sefiala Leibniz citado por
De Mora (2018). Ademas, se consigna en Wikipedia (s.f.), Grupo Editorial Cumbre S.A. (1977),
y Cubillos y Salgado, (2004).
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Las expresiones de los nifios: la recta es una “linea derecha”, “no es una linea curva”, “no tiene
partes circulares” y “no es torcida”, se ligan con la definicion 4, fijada por Euclides (1991) y con
el intento de Leibniz citado por De Mora (2018) de precisarla con la frase el lugar de todos los
puntos... los cuales... se comportan del mismo modo. A esta idea incluso se refieren la Real
Academia Espafiola (1970) “que no se inclina ni aun lado ni al otro” (p.1116) y Wikipedia (s.f.),
Santamaria (1995) porque usan la frase tienen una misma direccion, o como lo dice Espinosa

(2003) “de direccion constante™ (p. 255).

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Las ideas que imperan en los nifios estdn ligadas a los usos y a las grafias hechas por ellos. Es
valioso que para que ganen en abstraccion, se haga énfasis en: 1. la idea matemadtica, 2. la
representacion y 3. la notacion. Para lo primero se pueden vincular los elementos como se ve en
Aristoteles, Alejandro de Afrodisia, citados por Euclides (1991), Librairie Larousse (1982),

Santamaria (1995) y Rozan (1956). Ademas, como comenta Jiménez (2010),

Se sugiere tener en cuenta las relaciones entre objetos geométricos que no se pueden dejar de lado y
que extraidas del trabajo de Hilbert (1996) conciernen a: estar en (incidencia); posiciones relativas de
un punto y una recta, posiciones relativas de una recta y un plano, estar entre (orden); la posicién que
tiene un punto con relacién a otros en una recta, congruencia (movimiento-coincidencia); superponer
figuras para comparar sus formas y tamafios, continuidad (denso); ubicar los puntos posibles en un
plano, en una recta y entre dos puntos, paralelismo; trazar rectas secantes (perpendiculares y oblicuas)

y no secantes. (p. 17).

En conexion con lo segundo se pueden disefar tareas para representar el punto con una
perforacion (Jiménez, 2010) y la recta con un doblez (Rozan, 1956) y luego, otras para tomar un
lapiz afilado (Chapin et al., 1996) y una regla sin marcas como se indica en Rozan (1956), y
Cubillos y Salgado (2004). Finalmente, en cuanto a la notaciéon se debe mantener una coherente

como lo que plantea Hilbert (1996), Rozan (1956), y Cubillos y Salgado (2004).
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En esta comunicacion presentamos el analisis de fragmentos de interaccion en clase
relacionados con interpretaciones que tienen estudiantes de 4° de primaria acerca del
atributo medible de un 4ngulo. Pretendemos hacer énfasis en el potencial que tienen
los espacios de interaccion colectiva de una clase de matematicas en la construccion
de significados personales de los nifios y en como estos pueden transitar hacia

significados acordados en la comunidad matematica de referencia.

INQUIETUD INVESTIGATIVA

La comunicacién que se lleva a cabo en el aula se puede aprovechar como una oportunidad para
promover procesos de interpretacion en los cuales los estudiantes puedan construir de forma
colectiva significados de objetos matematicos a partir de sus propios significados personales. Sin
embargo, la complejidad comunicativa hace que, en ocasiones, las interpretaciones que el
profesor y los estudiantes hacen acerca de lo dicho por alguien sean diferentes a lo que esperaba
el emisor. Esto puede llevar a generar incongruencias entre las intenciones comunicativas del
emisor y las reacciones de los interlocutores que derivan en una ruptura del proceso comunicativo

en la clase en la construccion de significados.

Varios investigadores han sefialado la importancia de centrar la atencidon en la construccion de
significados via la comunicacion en la clase de matematicas (Bartolini Bussi y Mariotti, 2010;
Camargo et al., 2015; Radford, 2000; Séenz-Ludlow y Kadunz, 2016) Con la revision de estas
investigaciones y a raiz de nuestra experiencia como docentes surgi6 la siguiente pregunta: ;cual

es la evolucion del significado del objeto matematico angulo que exhiben estudiantes de cuarto

Jiménez, S. y Salazar, V. (2019). Interpretaciones de nifios de 4.° de primaria relativas al angulo. En C. Samper y L.
Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 271-280). Bogota: Universidad Pedagdgica
Nacional.



de primaria al participar en una propuesta de enseflanza que se centra en los elementos

constitutivos de este concepto, su representacion y su medida?

Esta ponencia se centra en el analisis de algunos fragmentos de interaccion comunicativa entre
una profesora y un grupo de 39 estudiantes de grado 4° de primaria, con edades entre 9 y 11 afios.
La intencion es ilustrar de qué forma enfrentamos el reto de promover la construccion colectiva
de significados acerca del atributo “medida de un angulo”, orientando la interpretacion de
significados personales en busca de una evolucion de estos hacia significados reconocidos en la

comunidad del discurso matematico.

MARCO TEORICO

Concebimos que la cognicion humana estd mediada por diferentes sistemas de signos
socioculturales, por tanto, la interaccién social que tiene lugar en el aula para construir
significado es actividad semidtica. La perspectiva semidtica adquiere bastante importancia
cuando se busca construir significado en el aula. Para analizar el proceso comunicativo en el aula
usamos una perspectiva semiotica que destaca el papel de la interpretacion de quienes participan
en el acto comunicativo. Nosotras recurrimos a la perspectiva de la ensefianza y el aprendizaje
que desarrollan Saenz-Ludlow y Zellweger (2012) con base en la teoria del signo triddico de
Peirce, quien considera la semiosis como una actividad de comunicaciéon o de pensamiento en la

que se crean y usan “signos” (Figura 1).

signo vehiculo (sv)

SIGNO

N

Objeto (o) interpretante

Figura 1: Diagrama de la estructura general del SIGNO.
Fuente: Camargo et al. (2015).
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Como sefialan Camargo et al. (2015), el “signo” de Peirce, denotado como SIGNO por Saenz-
Ludlow y Zellweger (2012), refiere a una relacion triadica, resultado de la integracion de tres
relaciones diddicas, en la que se articulan un objeto, una representacion del objeto o signo
vehiculo (e. g., gesto, palabra, grafico, etc.) y una interpretacion (interpretante) del objeto que es

lo que el signo vehiculo produce en la mente de quien lo percibe e interpreta.

En la perspectiva de Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), no solamente se involucra la idea de
SIGNO sino también la diferenciacion que hace Peirce del objeto del SIGNO. Esta diferenciacion se
enfoca en aspectos del objeto que son indicados y transportados en el signo vehiculo y en las
caracteristicas del objeto que es construido por el receptor una vez que recibe e interpreta el signo

vehiculo. Haremos referencia a los siguientes objetos:

-Objeto Real (OR): objeto que acepta la comunidad de discurso dentro del cual tiene lugar el acto
semidtico. En el caso que nos ocupa, nos referimos al Objeto Real Matematico (ORM), medida de

angulo, de naturaleza social, cultural e historica.

-Objeto dinamico (OD): interpretacion idiosincratica del OR, generada en la mente del intérprete

cuando recibe un signo vehiculo y lo interpreta.

-Objeto dindmico didactico (ODD): aspecto que el profesor incluye en su interpretacion acerca de

lo que interpretaron los estudiantes.

-Objeto inmediato (OI): es un aspecto especifico del OR que se codifica y se expresa en un signo

vehiculo (SV).

DISENO METODOLOGICO

La investigacion en la que se enmarca esta comunicacién apoyo una innovacion curricular en una
institucion educativa en el nivel de primaria. Se desarrolld en tres fases: 1) planeacion de una
secuencia de ensefanza sobre el objeto angulo, propuesta a partir de una conjetura sobre como
impulsar su aprendizaje, via la interaccion comunicativa; ii) experimentacion de la secuencia de
ensefianza en 5 clases de geometria y andlisis posteriores de cada intervencion para hacer ajustes;

y ii1) analisis del aprendizaje, enfocando la atencion en las interpretaciones como elemento de
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reflexion y posible punto de partida de posteriores intervenciones en el aula. Los detalles de la

secuencia se pueden consultar en Jiménez y Salazar (2016).

La informacion para analizar se obtuvo de videograbaciones de las sesiones de clase en las que se
desarrolld la secuencia, que se trascribieron y se fragmentaron de acuerdo al tema de la
conversacion. El analisis consistié en identificar en las expresiones de los estudiantes o de la
profesora, el signo vehiculo del objeto del que se habla (SV) y los objetos del signo (01, OD, ODD),

segun las definiciones adoptadas.

ANALISIS

La profesora representa los angulos y (Figura 2) y pregunta a los estudiantes cual de ellos mide
mas. En la primera aproximacion a cudl es el atributo que se le mide a un angulo (SV), un
estudiante, llamado Luis, dice que el angulo es “mas grande” (OI) y hace referencia al espacio
que ocupa la representaciéon, como un todo. Suponemos que Luis no se enfoca en alguna

propiedad especifica de las partes sino en el aspecto global de la representacion.

Para movilizar las interpretaciones de los estudiantes, la profesora pregunta “;Qué quiere decir
mas grande [un angulo que otro]?” Como respuesta, hay dos interpretaciones. Por un lado,
Stephanie y Mateo se refieren a que el atributo diferenciador de dos angulos es la cantidad de
puntos que se pueden determinar en los rayos, dependiendo de lo “largo” que sean representados
(o1). Por otro lado, Manuela hace la siguiente intervencion: “Yo digo que ambos son iguales
porque tienen rayos [...]” (OI). Suponemos que, para Manuela, el atributo diferenciador no es la

longitud de los rayos porque estos se extienden indefinidamente.

@
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Figura 2. Representacion de los d&ngulos | Figura 3. Representacion de los angulos

y. congruentes y

274



La profesora dibuja el angulo , superpuesto al angulo (Figura 3), y alude a la comparacion de dos
angulos en donde difiere la longitud de lineas que representan los rayos. Esto para buscar que los
estudiantes descarten la idea de Manuela como el atributo medible de un dngulo (ODD). Esto tiene
un efecto inmediato en la interpretacion que tiene Mateo y Mabel sobre el atributo medible
cuando dicen que para ellos la longitud de los rayos no es factor diferenciador del tamafo de dos

angulos (OD). Se ve una similitud del OD de los estudiantes con el (ODD) de la profesora.

Después, Mabel plantea un punto de vista diferente a los sugeridos previamente:

37 | Mabel: A Luis y Stephanie les parece [mas] grande [uno de los angulos representado
en el tablero] porque [...], como si tu tuvieras el transportador y [...] si lo
pusieras en setenta grados (pone el transportador en el tablero, e indica con el
dedo donde irian los 70) (Figura 4a)

y el otro lo pusieran un poco mas hacia alla (indica hacia la derecha,
refiriéndose a un angulo de mayor amplitud, Figura 4b) y por eso parece mas

grande este (sefiala el &ngulo de la izquierda; Figura 4c)

LRI, |

Figra 4a Figura 4b Figura 4c¢

Figura 4. Expresiones que acompafian lo que dice Mabel

38 (..)

39 | Stephanie: | jAh! Lo que pasa es que la diferencia no es esa.

40 | Profesora: | Mas duro. Stephanie va a decir lo que le entendié a Mabel.

41 | Stephanie: | Pues Mabel dice que [...] la diferencia es que este (sefiala el angulo de la
izquierda; figura 5a) estd mas abierto que este (sefiala el &ngulo de la derecha;

figura 5b).
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Figura 5a Figura 5b

Figura 5. Gestos que acompafian la expresion de Stephanie

42 | Profesora: | Miren lo que dice Stephanie, porque Stephanie cambi6 lo que habia dicho.
Ahora Stephanie estd diciendo que (empieza a anotar en el tablero) uno es mas

[grande si es mas] abierto que el otro (...).

El o1 de Mabel esta constituido por la explicacion que da, relacionada con el nimero que se
obtiene con el transportador, al usarlo sobre uno de los angulos y el gesto que hace con la mano
para mostrar que en el otro angulo la medida cambiaria. Todo lo anterior para referirse a que la
diferencia de tamafio entre los angulos esta determinada por cémo se vean, teniendo como
elemento de referencia el transportador. Suponemos que para Mabel la diferencia entre dos

angulos se determina por la abertura medida con el transportador (OD).

Vale la pena hacer énfasis en el 01 de Stephanie [41], pues en las intervenciones previas ella se
referia a la longitud de los rayos como atributo diferenciador entre dos angulos y ahora concuerda
con Mabel en la explicacion de la amplitud. Lo anterior es una clara evidencia de su cambio de
interpretacion. En su intervencion se refiere a la abertura, aludiendo a que hay angulos mas
abiertos que otros (OI). Suponemos que ella ahora considera, al igual que Mabel, que la abertura

es el atributo diferenciador de un angulo (OD).

Finalmente, Mateo y Miguel dicen sus interpretaciones. Mateo sefala que el atributo medible de
un angulo esta asociado al cambio de posicion de un rayo con respecto al otro. Hace un
movimiento de abrir y cerrar con sus manos uniéndola por las palmas (01). En su intervencion se
refiere a que mas abierto, es mayor tamafio, y mas cerrado, es menor tamafio. Miguel afirma:
“porque el mayor se puede decir que es mas grande y el otro se puede decir que es mas cerrado”
(on). Para ¢él, el atributo medible es el grado de apertura (entendiéndose grado como la

“magnitud” de apertura, y no como grados de dngulos) de los rayos (OD).
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En la construccion del atributo de medida, los significados personales mas comunes se pueden

clasificar en tres grupos que llamamos aproximaciones:
e Primera aproximacion: el factor diferenciador de la medida de dos angulos es el tamaiio.

e Segunda aproximacion: un angulo es mas grande que otro por la longitud de las lineas que

representan los rayos.

e Tercera aproximacion: la inferencia en la medida de dos angulos es su abertura.

RESULTADOS

En la primera aproximacion al atributo medible de un dngulo surgi6 una de las interpretaciones
erroneas mas comunes y que mas persiste en la escolaridad: lo que diferencia a dos angulos es la
longitud de la representacion de los rayos que determinan el angulo (Saa, Carillo, Alarcon,
Pelegrin, Sanchez y Carrillo, 1990). Gracias a la interaccidbn comunicativa, varios niflos

cambiaron su interpretacion.
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“longitud de sus “longitud de sus
rayos” rayos”
Manuela Stephanie Profesora Mateo Mabel

Figura 6. OI1 de los estudiantes y ODD de la profesora con relacion al atributo medible de un

angulo.

En la Figura 6 se observa un esquema en el que, para cada nifio que intervino en el fragmento y la
profesora, hay una columna que representa sus OI relacionados con el atributo medible del &ngulo
a lo largo de la intervencion. De abajo hacia arriba se ubican los OI de algunos estudiantes o de la
profesora, en orden de aparicion, siendo los de la parte superior los Ultimos. Si dos OI coinciden
en su ubicacion de forma horizontal, significa que se dieron simultineamente. Las lineas

continuas son usadas para representar la evolucion personal de los OI, mientras que las punteadas
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reflejan como el OI de un estudiante o profesor tuvo influencia para que el OI de otra persona

evolucionara, por lo que estas pueden estar por todo el esquema, sin orden aparente.

Es interesante ver que en el sector de mayor aglomeracion de OI se repite la palabra abertura, lo
que indica que la profesora hace esfuerzos porque los estudiantes usen adecuadamente el
vocabulario y lo relacionen con el angulo. Las lineas punteadas nos permiten ver como, en lugar
de tener Unicamente lineas continuas y verticales que indicarian procesos individuales sin
influencia alguna, la construccion colectiva de significados en el aula si permite la evolucion de
los significados de los estudiantes. Se puede apreciar que, gracias a la influencia de algunos 01,

hay cambios de interpretacion entre algunos participantes.

La implementacion de la secuencia planeada nos permite afirmar que, aunque no todos los
estudiantes evolucionan al mismo tiempo en sus interpretaciones sobre la medida de un angulo,
ellos se convierten en agentes indispensables del proceso de construccion de significados, pues
no se trata solamente de escuchar los mensajes que la profesora emite, sino de todo un proceso de

interpretacion y reinterpretacion que se realiza de forma colectiva.

CONCLUSIONES

Gracias al andlisis de las interacciones comunicativas, nos dimos cuenta de que si es posible que
el significado del atributo medible del angulo evolucione en los estudiantes. Observamos que es
viable si se posibilita un ambiente de clase que favorezca la interaccion comunicativa entre todos
sus integrantes y tareas que permitan a los estudiantes manifestar sus interpretaciones acerca del

objeto matematico a tratar.

En las clases, los estudiantes tuvieron la oportunidad de aprender la notacién matematica de los
objetos que se trabajaron, lo que les ayuda a tener herramientas para entender mejor el lenguaje
matematico. Los estudiantes avanzaron considerablemente en lograr un lenguaje matematico que
les permite comunicar mas claramente sus ideas, lo cual es importante dado el grado en el que se

encuentran.
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LA GEOMETRIA ESCONDIDA DE ALGUNAS OBRAS DE ARTE

Rafael Melo Jiménez

Fundacion Universitaria Konrad Lorenz
rafael.meloj@konradlorenz.edu.co

Hay muchas obras de arte en las que se hace evidente la conexion con el mundo de
las matematicas. Hay otras en las que dicha conexidn no es tan explicita. De hecho, ni
se nos pasaria por la cabeza que las matematicas tengan algo que ver. Sin embargo,
ahi estdn. Todo depende de los o0jos con los que las veamos. En este documento se
pretende dar ejemplos de pinturas que se clasifican dentro de las dos maneras
mencionadas y mostrar que esa rama de las matemadticas, llamada geometria, es una

herramienta tan poderosa como lo es un pincel.

SEMILLERO DE INVESTIGACION: GEOMETRIA, ARTE Y FRACTALES

Uno de mis roles como docente de la Fundacion Universitaria Konrad Lorenz ha sido liderar el
semillero de investigacion llamado: ‘Geometria, arte y fractales’. En este semillero se guia al
estudiante para que realice su propia investigacion acerca de temas afines y, luego de que haya
indagado y tenga organizado todo lo que averiguo, divulgue sus resultados por medio de un

poster, o por medio de una comunicacion breve.

Los estudiantes asistentes al semillero generalmente pertenecen a la carrera de matematicas. Sin
embargo, en los tres semestres que he impartido dicho espacio, también he contado con la
presencia de estudiantes de ingenieria y de psicologia. Esto hace el ejercicio mas interesante pues
las lineas de sus profesiones son muy abiertas. Algo curioso es que, por muy ajenos que sean sus

puntos de vista, en la mayoria de casos la idea a la que convergen es la misma.

En los encuentros se han intercambiado ideas y opiniones, en particular, sobre distintas obras de
arte. Como fruto de estas charlas surge este analisis de algunas pinturas famosas. El objetivo es
detectar herramientas geométricas dentro de cada una. Como veremos, en algunas es evidente,

pero en otras definitivamente no lo es.

Melo, R. (2019). La geometria escondida de algunas obras de arte. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 281-286). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



Claramente el conocimiento de resultados geométricos y la experiencia con la materia influyen
mucho en la deteccion. Aunque también se da el caso en que el estudiante lo inico que sabe de

geometria es lo intuitivo, y sin embargo nota que hay algo de matematicas implicito.

GEOMETRIA Y ARTE

La geometria es la rama mas antigua en la historia de las matematicas. Esto se debe a que forma
parte de nuestra vida diaria. Desde que el hombre tiene uso de razén, la interacciéon con su
entorno lo ha llevado a considerar e interactuar con objetos como puntos, rectas y curvas. Por otra
parte, el arte es una forma de manifestar ideas y sentimientos a través de un grabado, escultura,
etc. Estas ideas y sentimientos se ven influenciados por la manera en que percibimos nuestro

entorno. De aqui la relacion innegable entre geometria y arte.

Conceptos matematicos como el de proporcidn, simetria, periodicidad, infinito, etc., inspiraron a
varios artistas a crear determinadas obras que hoy en dia son consideradas magnificas. Lo
anterior sugiere que el desarrollo de la geometria apoya el avance de las bellas artes. Lo reciproco
también es cierto, solo que es mas dificil de ver; es decir, el interés de crear cierta obra que

cumpla determinada condicion puede involucrar un gran problema geométrico.?®

GEOMETRIA ESCONDIDA

Hay muchos elementos geométricos que podemos buscar escondidos en distintas pinturas
famosas. Algunos son tan evidentes que simplemente no podemos ignorarlos, mas aln, pareciera
incluso que gritaran para ser contemplados. Por ejemplo consideremos la famosa obra titulada:

En blanco 11, del reconocido pintor ruso Vasili Kandinsky (1866-1944):

26 Por ejemplo, estd el Hombre de Vitruvio y la cuadratura del circulo.
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Figura 1. En blanco 1I. Fuente: http://martha-
fonosema.blogspot.com/2010/11/sobre-el-blanco-1I-1923-kandinsky.html

La utilizacion de figuras geométricas como tridngulos, rectangulos y arcos de circunferencias son
visibles mediante una breve inspeccion. La sensacion de profundidad nace de la disposicion de un
plano, que lleva la misma direccion diagonal que los demas objetos. Otro ejemplo similar, en el
que los elementos geométricos no se esconden, se puede apreciar en Mateo’s Toys, del artista

colombiano Omar Rayo (1928-2010):

Figura 2. Mateo’s Toys. Fuente:
http://www.fotografiacolombiana.com/exposicion-mateo%C2%B4s-toy-del-
maestro-omar-rayo/

Por otra parte tenemos ejemplos de obras donde los elementos o herramientas geométricas
utilizadas no son evidentes. Tal es la situacion de la Gioconda, obra del genio italiano Leonardo

Da Vinci (1452-1519):
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Figura 3. La Gioconda. Fuente:
https://matematicasbecquerelianas.weebly.com/uploads/6/0/1/0/60102399/andr%C3
%A9s_suarez.pdf

En ella podemos apreciar que la espiral de Durero se ajusta exactamente, tanto en el rectangulo
que limita a la obra (izquierda), como en la disposicion de su cuerpo (derecha). Esto significa que
la imagen fue creada teniendo en mente la famosa proporcion aurea, y que la Mona Lisa
complementa al paisaje de fondo a tal punto que “si ella no estuviera, sin duda ese paisaje
resultaria incompleto” (Otero, 2013, p. 34). Dicha proporcion es el elemento geométrico

escondido.

Finalmente, un ejemplo donde la herramienta geométrica utilizada no es nada evidente es
Circulo Limite IV, una obra del artista neerlandés Escher (1898-1972) quien pretendia representar

el infinito en un espacio finito:
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Figura 4. Circulo limite IV. Fuente:
https://www.flickr.com/photos/alvy/167726805

Esta obra describe perfectamente el comportamiento de la nocidén de distancia en el mundo de
la geometria hiperbodlica plana. Lo méas asombroso de esto es que “alin sin ser matematico,
sus obras muestran un interés y una profunda comprension de los conceptos geométricos”

(Lamua, 2018, p. 224).

CONCLUSIONES

e Hay elementos geométricos invisibles en muchas obras. Con una mejor preparacion

podremos apreciarlos mas facilmente.

e No todos los creadores de dichas obras fueron conscientes de la utilizacion de los

elementos geométricos invisibles.
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JARDINES GEOMETRICOS, UNA PROPUESTA DE PROYECTO

INTERDISCIPLINARIO

Héctor David Pinto

IET Nuestra Seriora de la Paz — Quipama (Boyaca).
davidpinto1032@hotmail.com

La experiencia que aqui se reporta tuvo como objetivo integrar la geometria con otras
areas de conocimiento y el PRAE de la IE Nuestra Sefiora de la Paz — Quipama, para
reforzar conciencia ambiental respecto a la forestacion. Para el proyecto Jardines
Geométricos, los estudiantes elaboraron materas en forma de cuerpos geométricos,
las decoraron, escribieron en sus caras las formulas para el calculo de las magnitudes
de los prismas y sembraron diferentes plantas en ellas, que se ubicaron en un terreno
del colegio. El proyecto fue realizado con estudiantes de grado noveno quienes
recibieron una induccion al tema de la forestacion en clase de ciencias naturales,
realizaron estudios estadisticos sobre los tipos de plantas a sembrar, y construyeron

las materas en clase de matematicas y artistica.

INTRODUCCION

La relacion entre los conceptos matematicos o geométricos vistos en el aula de clase con
situaciones extraescolares de los estudiantes es en algunas ocasiones muy clara. Son ejemplos de
esto el calculo de operaciones basicas para tareas como comprar en la tienda y recibir el “vuelto”,
el reconocimiento de figuras geométricas planas como los cuadrados presentes en una hoja
cuadriculada, o la circunferencia que se puede dibujar con la tapa de un frasco. Pero, existen
conceptos que, a pesar de tener mas presencia en la vida cotidiana, no son del todo percibidos por

los estudiantes. Un ejemplo son los cuerpos geométricos.

En la cotidianeidad de un estudiante una puerta, por ejemplo, tiene forma de un prisma
rectangular, pero es comun que se refiera a su forma como un rectangulo. De igual forma, un

transportador o graduador, una tapa o un CD son identificados como circulos, sin tener en cuenta

Pinto, H. (2019). Jardines geométricos, una propuesta de proyecto interdisciplinario. En C. Samper y L. Camargo
(Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 287-295). Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.



que, al ser elementos tridimensionales, en realidad corresponderian a cilindros. Atn después de
ser identificados los cuerpos geométricos, encontrar una utilidad para el calculo del area o del
volumen de un s6lido, se convierte en una actividad casi exclusiva de la clase de geometria, o, a
lo sumo, una actividad de un arquitecto o ingeniero, algo atin un poco alejado de la mente de un

estudiante de noveno grado.

Este proyecto busco proveer una aplicacion de lo visto en clase sobre cuerpos geométricos, que
fuera practica y llamativa para los jovenes. Un propoésito del proyecto era involucrar a los
estudiantes en un ambiente de aprendizaje del tipo 6, como lo presenta Skovsmose (2012); de no
lograrse, al menos que se llegara a involucrar en un ambiente tipo 5. La relacion del tema con la
forestacion en el colegio exigio que los estudiantes realizaran calculos de areas y de volumenes
de cuerpos geométricos para determinar el espacio necesario en el jardin para la matera y la
cantidad de tierra necesaria para la siembra. Ademas, la actividad de decoracion de la matera y de
sembrado de una planta involucré la parte emocional de los estudiantes, puesto que cada matera,

junto con su planta, se convertiria en un aporte personal significativo del estudiante al colegio.

FUNDAMENTACION TEORICA

Skovsmose (2012) presenta seis ambientes de aprendizaje en los que relaciona tres tipos de
referencias (Matematicas puras, Semirealidad, Situaciones de la vida real) con dos formas de
organizacion de la actividad de los estudiantes (Paradigma del ejercicio y Escenarios de
investigacion). El ambiente tipo 6 corresponde a un escenario de investigacion en un contexto de
situacion de la vida real, el cual no se da frecuentemente en clase. Skovsmose plantea que uno de
los problemas para trabajar en este ambiente es la pérdida de autoridad y control del docente de la
clase, quien tiene que salirse de la zona de comodidad y dejar que el estudiante determine el
avance de su proyecto y tenga autonomia para decidir los pasos que seguird. A esto fue lo que se

pretendi6 llegar con los estudiantes, aprovechando el tema de los cuerpos geométricos.

Segun el Ministerio de Educacion Nacional (2016), en los Derechos Basicos de Aprendizaje para
el area de matematicas, en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y en los

libros de texto, se incluye el tema de cuerpos geométricos para los grados octavo y noveno.
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Dentro de las actividades, basadas en estdndares y DBA para cada area de trabajo se encuentran,

entre otras, las siguientes:?’

En el area de Ciencias Naturales

e Realizo mediciones con instrumentos adecuados a las caracteristicas y magnitudes de los

objetos de estudio y las expreso en las unidades correspondientes.
e Utilizo las matematicas como herramienta para modelar, analizar y presentar datos.

e C(lasifico organismos en grupos taxonomicos de acuerdo con sus caracteristicas

celulares.

e Respeto y cuido los seres vivos y los objetos de mi entorno.

En el area de Educacion Artistica

e Propongo y elaboro autonomamente creaciones innovadoras, de forma individual o de

colectiva, en el marco de actividades o jornadas culturales en mi comunidad educativa.

En el area de Matematicas

e Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las

matematicas y en otras disciplinas.

e Selecciono y uso técnicas e instrumentos para medir longitudes, areas de superficies,

volumenes, angulos con niveles de precision apropiados.

e Describe atributos medibles de diferentes solidos y explica relaciones entre ellos por

medio del lenguaje algebraico.?®

27 Tomados de:

e Estandares Basicos de Competencias en Ciencias Naturales y Ciencias Sociales

e Orientaciones Pedagogicas para la Educacion Artistica en Basica y Media

e Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y los DBA para el area de Matematicas.
28 Derecho Basico de Aprendizaje para el grado octavo. Se hizo uso de este derecho para dar mayor significado a la
actividad con el uso de poliedros.
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e Identifica y utiliza relaciones entre el volumen y la capacidad de algunos cuerpos
redondos (cilindro, cono y esfera) con referencia a las situaciones escolares y

extraescolares.

Se ve mayor presencia de actividades del area de Matematicas, porque fue desde este
departamento que se gestiond el proyecto transversal en un principio, y también de Naturales,

debido a la necesidad de realizar un aporte significativo a la sociedad.

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

Contexto

El proyecto se realizo con estudiantes de grado noveno de la IET Nuestra de la Paz — Quipama, al
occidente del departamento de Boyacd. A pesar de ser el colegio central del municipio, la
mayoria de los estudiantes provienen de fincas y casas ubicadas en las cercanias de la cabecera
municipal. Por las condiciones geograficas de la region, las actividades principales del municipio

son la mineria y la agricultura.

El proposito del proyecto fue relacionar la geometria con actividades propias de los estudiantes,
tratando de enlazar el contenido curricular con situaciones en las que ellos se vieran realmente
interesados. El proyecto también tenia como propdsito involucrar otras dreas del conocimiento
como Artes y Ciencias Naturales para convertirse en un proyecto transversal. El titulo del
proyecto, Jardin Geométrico, fue propuesto por los estudiantes, quienes, desde un principio, se

apropiaron de la idea de embellecer el espacio alrededor de su salon de clases.

Etapas

La realizacion del proyecto tuvo las siguientes etapas:

1. Anadlisis de datos relacionados con la deforestacion. Como parte de una evaluacion de
estadistica, el docente disefid un instrumento de evaluacion con datos tomados del
IDEAM? referentes a la cantidad de hectareas de arboles deforestados en Colombia. Este

ejercicio motivd a los estudiantes a querer contribuir con la reforestacion del pais y a

2 Los datos fueron tomados de la pagina del IDEAM, www.ideam.gov.co.
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defender el medio ambiente. Si bien los estudiantes fueron conscientes de que en la region
la deforestacion no es una de las principales problematicas, diferentes noticias en
television e Internet’® les han mostrado que la deforestacion en el pais si los estd

afectando indirectamente.

2. Revision documental. Los estudiantes tuvieron como tarea consultar en Internet sobre
algunos conceptos como deforestacion, reforestacion, IDEAM, PRAE, entre otros; ademas,
tuvieron que indagar sobre los efectos de la tala ilegal, de la problematica actual del pais

en relacion con la deforestacion indiscriminada y sobre los beneficios de la reforestacion.

3. Explicacién de los cuerpos geométricos redondos y sus caracteristicas. Uno de los ejes del
proyecto era poder trabajar el tema de cuerpos redondos de una manera distinta a la
tradicional. Por ello, el docente no dedic6 mucho tiempo de clase para trabajar los
ejemplos propuestos por el libro de texto®!, ejercicios que pedian calcular 4reas y
volumenes en contextos no relacionados con lo cotidiano de los estudiantes. Més bien

busco que los estudiantes realizaran estos calculos para sus propias materas.

4. FEleccidon de los prismas para elaborar las materas. Luego de analizar las propiedades de
los cuerpos redondos, los estudiantes evidenciaron la inconveniencia de su utilizacién en
el proyecto; por esta razén, el docente propuso trabajar con poliedros. Junto con la
profesora de artistica, los estudiantes notaron que los prismas, por sus caracteristicas,
ofrecian ventajas para la construccion de las materas; notaron que el calculo de las
medidas era mas simple y que era mas facil que las plantas expandieran sus raices en una

matera en forma de prisma que en forma de cono.

5. Capacitacion sobre el proceso de la siembra. La profesora de Ciencias Naturales, con la
colaboracion del coordinador de la Institucién y otros profesores, instruyeron a los
estudiantes acerca de las condiciones del terreno, caracteristicas de la region, como el

clima y la humedad, y el tipo de plantas mis adecuadas para sembrar.>’ Esto era

30'Se puede ver como ejemplo “Cuarenta mil canchas de fitbol: lo que creci6 la deforestacion en Colombia entre
2017 y 2018 de Noticias Caracol. Recuperado de https://bit.ly/2JPalOn

31 El libro de texto autorizado por el colegio es Proyecto Saberes Matemdticas 9 de Santillana.

32 La capacitacion tuvo como base la experiencia personal de los docentes y la informacién recuperada del
documento “Plantas para zonas calurosas”. Recuperado de https://plantas.facilisimo.com/plantas-para-zonas-
calurosas_891726.html
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importante, ya que debido a condiciones geograficas de la region, existen plantas que no
se adaptan al clima, otras necesitan de un cuidado constante para su crecimiento, y
algunas precisan de un abono y terreno especiales. Los consejos de los profesores
permitieron a los estudiantes escoger las plantas para el proyecto, el sitio junto a su salon
de clases para sembrar directamente en el suelo, ubicar las materas rodeando las plantas, y

hacerse a una idea de las dimensiones que debia tener cada matera.

6. Eleccion de la planta, sorteo de los prismas y asignacion del espacio dentro del jardin.
Debido a la cantidad de estudiantes, ellos se organizaron en seis grupos de trabajo. Cada
grupo escogio la planta que queria sembrar. Por sorteo, se asigné uno de los seis prismas a
cada grupo y el espacio dentro del jardin donde la colocarian. Se construyeron materas en
forma de prismas triangular, rectangular, pentagonal y hexagonal, una matera en forma de
piramide truncada y una matera en forma de prisma cuya base fuera un rombo. Las
plantas escogidas fueron liméon bebé, lirio, sabila, rosas, colino (que mas adelante se

cambio por chocolata) y novio.

Figura 1. Asignacion de plantas, prismas y lugares en el jardin.

Fuente: Elaboracion propia.

7. Construccion de las materas y preparacion del terreno para la siembra. Unos dias antes de
la siembra, los estudiantes construyeron sus materas en la clase de Artistica. En clase de
matematicas, tomaron las medidas de las materas, y las decoraron con las férmulas para el
calculo de cada é4rea y el volumen y sus dimensiones propias; ademads, llevaron

herramientas para deshierbar, mover la tierra, allanar un poco y echar algo de abono.
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Figura 2. Estudiantes realizando diversas tareas para el proyecto.

Fuente: Elaboracion propia.

8. Ubicacion de la matera y sembrado de las plantas. Los estudiantes llevaron sus materas y
sus plantas para organizar el jardin. Tenian claro cudl era su objetivo y qué debia hacer

cada estudiante, cosa que hicieron sin la supervision del profesor.

Figura 3. Adecuacion del jardin por parte de los estudiantes.

Fuente: Elaboracion propia.

9. Latultima etapa del proyecto fue la presentacion del Jardin Geométrico a los padres de los
estudiantes. Esta parte incentivo a los estudiantes a mostrar sus logros, hacer evidente su
esfuerzo por contribuir a la sociedad, y ayudar a sensibilizar a la comunidad sobre la

importancia de la forestacion y el cuidado del medio ambiente.
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Figura 4. Presentacion del proyecto a padres de familia.

Fuente: Elaboracion propia.

CONCLUSIONES

El objetivo principal del proyecto fue establecer un escenario de investigacion en un contexto de
situacion de la vida real en el que los estudiantes trabajaran con conceptos geométricos. La
cooperacion entre las areas de Ciencias Naturales, Artistica y Matematicas, permitié abordar con
mayor claridad algunos temas, por ejemplo, el espacio necesario para el crecimiento de una
planta y la técnica adecuada para sujetar las tablas al construir un prisma hexagonal; ademas,
permiti6 que los docentes vieran que lo estudiado en la clase de matematicas puede involucrarse

con las Ciencias Naturales o las Artes, para desarrollar proyectos conjuntamente.

Respecto al profesor, en varios momentos del proyecto no pudo salir del paradigma del ejercicio,
debido a la inseguridad que sinti6 al salirse de la zona de comodidad, como la llama Skovsmose
(2012). Por su parte, los estudiantes tuvieron la experiencia de involucrarse en un proyecto que
mostraba una geometria aplicada y llevada a su contexto diario; esto generd su empatia hacia el
proyecto. La presentacion del proyecto a los padres de familia fue motivante para los estudiantes,
pues sus padres y otros miembros de la comunidad educativa valoraron su esfuerzo y

agradecieron el embellecer las instalaciones del colegio.

Finalmente, cuando un estudiante encuentra este tipo de motivaciones, cuando comprende que
debe ser responsable de su avance y adquisicion de conocimientos, sin el control de un docente, y
cuando propone soluciones a problemas cotidianos, utilizando la geometria, es cuando, en mi

opinién, se comienza a lograr nuestro objetivo como educadores.
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ESTUDIO DE LA CONSTRUCCION DE UN FRACTAL UTILIZANDO UN
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La experiencia presentada en este documento surge de la realizacion de un estudio
monografico por parte de una estudiante de ultimo grado en el marco del Programa
del Diploma del Bachillerato Internacional. En tal estudio se abord6 el constructo
teorico “Sistema de Funciones Iteradas”, que fue utilizado posteriormente para

construir un fractal de creacion propia utilizando un algoritmo computado en Excel.

INTRODUCCION

La experiencia comunicada en la ponencia surgio de la realizacion, por parte de la primera autora
(estudiante de grado 11.°, supervisada por el segundo autor), de una monografia para el Programa
del Diploma Bachillerato Internacional en el Colegio Gimnasio Vermont de Bogotd. El tema
general de la monografia fue la geometria fractal; sin embargo, también se incluyeron elementos
de otras areas de la matematica como el algebra lineal y la probabilidad. Se exploro la pregunta:
(como se puede utilizar un sistema de funciones iteradas para construir un fractal?, se realizé un
estudio del concepto sistema de funciones iteradas y de enfoques de iteracion. Finalmente, se

cred un algoritmo computado en Excel para construir un fractal.

(QUE ES UN FRACTAL?

Un fractal es un objeto geométrico aparentemente irregular que exhibe el mismo tipo de
estructura a toda escala, lo cual hace que muestre cierta autosimilaridad. El concepto fue
propuesto por Mandelbrot en su libro “Los objetos fractales”, como una forma de modelar

matematicamente objetos irregulares de la naturaleza. Mandelbrot lo define asi:

Zamora, M. y Angulo, A. (2019). Estudio de la construccion de un fractal utilizando un sistema de funciones
iteradas. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 297-305). Bogota:
Universidad Pedagogica Nacional.



Conjunto u objeto fractal: Que tiene una forma, bien sea sumamente irregular, bien
sumamente interrumpida o fragmentada y sigue siendo asi a cualquier escala que se

produzca el examen. (Mandelbrot, 1988, p.168).

ESTUDIO ACERCA DEL SISTEMA DE FUNCIONES ITERADAS

En la base de las técnicas para construir fractales, a diferentes escalas, estd un sistema de
funciones iteradas (SFI). Su comprension implica estudiar las funciones que lo conforman. A

continuacion, una sintesis de tal estudio.

Transformaciones del SFI

Las funciones que componen un sistema de funciones iteradas son transformaciones en el espacio
(en el caso de este estudio: R?). La herramienta matematica utilizada para su construccion es el
algebra lineal, por lo que las funciones son expresadas usando notacién propia del espacio

vectorial de matrices. El estudio se centr6 en tres transformaciones principales:

Rotacion

cosa —sina
R (P) = P
«(P) [sina cos a ][ ]

Donde a es el angulo de rotacion. Es necesario aclarar que esta se realiza tomando el origen del

sistema de coordenadas como centro de rotacion, relativa al eje x, en sentido positivo.

Escala
k 0

En la que k, es el factor de escalaen x y k, en y.

Cuando el factor de escala es igual para x y y, siendo k el factor de escala:

k 0

o ]

Sk(P) = [

En un fractal, se deben realizar a escala copias de la figura inicial para que cumpla con la

condicion de autosimilaridad.
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Traslacion

La traslacion, a diferencia de las dos transformaciones anteriores, no es una transformacion
X X x]

lineal. Se realiza sumando un vector a una matriz: el vector (T).T(,.,,(P) = [P] + [y vy

Para el vector que define la transformacion:

t11 t12  ty

T
b1 t22 7ty

Todos los elementos 1, son iguales entre si, y los elementos 2,j son iguales entre si. Siendo

j=12...n

Al realizar una traslacion sobre un conjunto de puntos P, la dimension de la matriz que determina
la traslacion y la matriz que determina el conjunto deben ser iguales. Si se trabaja en R? debe ser

siempre de dimension 2 X n.

Definicion de transformaciones | Definicidon de transformaciones
realizadas a un tinico punto. realizadas a un conjunto de puntos.
Tixy): R? — R? TexyyE — E
R,:R? — R? Ry:E—E
Sk: R? — R? Sk E — E

Tabla 1. Definiciones formales de las funciones

Nota. E es el espacio de las matrices de dimensiones (2X n)

Transformacion afin como sintesis del SFI

Para construir el fractal se us6 una transformaciéon afin, que es aquella que recoge, en una sola,
todas las transformaciones que se desean realizar. Como el producto de matrices cumple la
propiedad asociativa, pero no la conmutativa, es muy importante el orden en el que se realizan las

transformaciones (Kolman y Hill, 2006).

Al estudiar variados ejemplos, se llego a una generalizacion de como se forma la transformacion

afin en la que el orden es rotacion, escala y traslacion:
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LGRS (i | MG
En la transformacion afin, a es el angulo de rotacion, a y d son los factores de escalaen x y y
respectivamente, b y ¢ son los desplazamientos en x y y para el sesgo, y [;] el vector de
traslacion.

Al realizar los productos entre matrices de las transformaciones lineales, se obtiene la

transformacion afin:

_ [acosa —csina bcosa—dsina e
rep) = [asina+ccosa bsina+dcosa][P]+[f]

Para simplificar la matriz, cada uno de sus elementos fue representado por una letra de la

siguiente manera: T(P) = [f Z] [P] + [;]

Se pudieron encontrar ecuaciones para los elementos de la matriz (2 x 2) en la transformacion
que conlleva una rotacion con angulo a definido e igual escala en x e y. p = k cosa; q =

—ksina;r =ksina;s = k cosa

Enfoques de iteracion

Como se dijo, un fractal es aquella figura que parte de una estructura bésica y se repite a varias
escalas; es precisamente la iteracion de las transformaciones en el sistema la que ‘“captura”

algebraicamente la autosimilaridad del fractal.

Es importante comprender que para construir el fractal seria necesario realizar infinitas
iteraciones, por lo que se dice que a medida que la cantidad de iteraciones va tendiendo a infinito,
la imagen del fractal se va acercando a cémo luciria el fractal en si; formalmente, de acuerdo con

Barnsley (1993), lim T (i) = ¢), en donde T es la transformacion por aplicar, n es el nimero de
n—-oo

iteraciones, y ¢ es el atractor (fractal) resultante, hecho que es fundamento del Teorema del
Collage. El proceso de iterar las transformaciones del SFI se puede realizar a partir de dos

enfoques: el determinista y el aleatorio (Rubiano, 2009).
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Enfoque determinista

En este enfoque las iteraciones se realizan partiendo de un conjunto de puntos definidos al cual se
aplican las transformaciones, lo que genera otro conjunto de puntos a los cuales es necesario
aplicar las transformaciones nuevamente. Este proceso puede realizarse en un entorno de
geometria dinamica como GeoGebra, pero requiere bastante tiempo lograr un nimero de
iteraciones suficiente para apreciar el atractor. En este enfoque todas las repeticiones y ajustes se

deben hacer mediante calculos utilizando la transformacion afin.

Enfoque aleatorio

Este enfoque plantea una forma diferente de realizar las iteraciones utilizando apoyo en otra rama
de las matematicas: se denomina aleatorio porque la iteracion consiste en una aplicacion aleatoria

de las transformaciones dependiendo de las probabilidades que se les asignen (Adame, 2005).
En este enfoque la iteracion sigue los siguientes pasos:

1. Se selecciona un punto inicial V, de coordenadas (x,,y,)

2. Se le asigna a cada transformacion del SFI una probabilidad p; > 0; i = 1,2 ...n. Tal que:
p1 +p2 + - v, = 1. Estas se refieren a la probabilidad de que se le aplique cada una de
las transformaciones a un punto dado.

3. Se elige un numero aleatorio r. Tal que r € [0, 1)

4. ry las probabilidades se relacionan de la siguiente manera:

Si 0 < r < p,entonces se aplica la primera transformacion T, (V,) = V;
Sip; <1 < p; + p, entonces se aplica T,(V,) = V;
Sip, <r <p;+p,+ps entonces T3(V,) =V,
Si pp_1 <r<p;+py,+p3+--+p, entonces se aplica la enésima transformacion
T,(V,) =V
5. Se traza el punto V;, de coordenadas (x;,y;), y se realizan nuevamente los pasos 3 y 4

sobre V; manteniendo las probabilidades de las transformaciones para obtener V,. Se realiza

lo mismo i veces para obtener el punto V;. Siendo i el nimero de iteraciones realizadas.

Para un fractal autosimilar en el que se quiere que los puntos se distribuyan de forma uniforme, la
asignacion de probabilidades a las transformaciones debe ser uniforme. De lo contrario, se

generaran mas puntos asociados a la transformacién con una mayor probabilidad asignada.
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LA CONSTRUCCION DE UN FRACTAL UTILIZANDO EL SISTEMA DE FUNCIONES ITERADAS

Para el fractal construido en este estudio, la estructura basica de la cual se partio6 fue un segmento
que se transformo en tres, los cuales median la mitad del segmento inicial, como se muestra en la

figura 1.

Figura 1. Semilla del fractal

Es necesario distinguir tres transformaciones: la Transformacion 1 es la que resulta en el
segmento 1 (representado con la letra q en la imagen); la Transformacién 2 en el 2 (representado

con la letra j); y la Transformacion 3 en el 3 (representado con la letra m). Para construir la figura

., 1
mostrada se realizo una escala a un factor de > para todos los segmentos. Para el segmento 2 y 3
se realizaron rotaciones de 45° y —45° respectivamente, ademés de una traslacion de Sen el eje

y.

Para hallar los elementos de cada transformacion afin que a su vez representan las “partes” del

fractal, se utilizaron las ecuaciones encontradas anteriormente.

Transformaciones 14 r s e
T l 0 l 0 0
2 2
T, v | vz | V2 | vz | o | 1
4 4 4 4 2
T Z | V2 | 2| 2 | o0 1
4 4 4 4 2
Tabla 2. Transformaciones afines del fractal a construir
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Inicialmente, se desarrolld una aproximacion determinista a la iteracion del SF1 usando Geogebra.
Para ello se cre6 una “macro”, una herramienta nueva que generara la iteracion del SFI, pero se
requieren dos puntos cada vez que se va a realizar una iteracion, asi toma bastante tiempo

producir una imagen como la de la figura 2.

A . [N I NI & a-2
St s 0 S 1 A0 PR NSRS 523 (N
¥ Vista Algebraica x| | = Vista Grafica X | = Protocolo de Construccion
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Figura 2. Imagen después de 5 iteraciones del SFI en el entorno de Geogebra

Por lo anterior, se decidio utilizar el enfoque aleatorio para realizar las iteraciones con apoyo en
Excel como herramienta de computo. Para llevarlo a cabo fue necesario utilizar dos funciones del
programa: ALEATORIO y SI. Para poder comprender como se utilizo la funcion S7, es necesario
reconocer que: x = (p(x,) + q(¥,)) + e, asi como y" = (r(x,) + s(¥,)) + f Siendo p,q,7,s,
y f los elementos de la transformacion afin realizada y (x,,y,) las coordenadas del punto al cual

se le realiza la transformacion.

Debido a que eran tres transformaciones y la asignacion de probabilidades se realizé de manera

uniforme, cada una tuvo una probabilidad de é de ser aplicada.

Se crearon funciones en Excel para obtener las coordenadas de x” y y” partiendo desde un punto

o . . . , . 1\ [1 2 2
inicial aleatorio. Las funciones realizan una blisqueda en tres intervalos: [O, E)’ [E’E) ,0 [E' 1),
para encontrar a cudl pertenece el numero aleatorio, y basado en el rango al cual pertenece,

realiza la transformacion correspondiente.

Las funciones se utilizaron para obtener 10000 puntos y se realizaron graficos de dispersion
representando el fractal construido con 4996, 7000 y 10000 puntos como se muestra a

continuacion.
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Figura 3. Graficos generados en Excel del algoritmo de iteracion aleatoria

CONCLUSIONES

El estudio de cada parte del SFI permitié que se alcanzara una buena comprension de la formula

de Excel que permitié modelar el fractal.

El tema trabajado es relativamente nuevo tanto para el mundo de las matematicas como para su
autora, lo que fue un componente muy interesante de la investigacion. Por un lado, la bibliografia
utilizada fue, en su mayoria, escrita por los matematicos que trabajaron por primera vez esta area
lo que permitié que la investigacion fuera mas cercana a su perspectiva. Por otro lado, al ser un
tema trabajado durante poco tiempo, para alcanzar una amplia comprension fue necesario
estudiar a fondo nuevos conceptos y familiarizarse con una geometria distinta a la trabajada

comunmente en sus cursos de matematica del colegio.

El papel de la tecnologia en la investigacion fue muy importante, pues permitié que se pudiera
construir el fractal de una manera mas rapida, y que se pudiera representar una gran cantidad de

puntos.
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GEOMETRIA. RA COMO HERRAMIENTA PEDAGOGICA PARA LA
ENSENANZA DEL PENSAMIENTO ESPACIAL

Esperanza Beltran Corzo, Ana Patricia Cerero Vega, Adriana Patricia Herrera Castaneda
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El proyecto tiene como fin crear un material didactico para que los estudiantes
desarrollen conocimiento de geometria espacial. Consta de talleres practicos que, a
través del uso de una aplicacion de realidad aumentada (RA), les permitira visualizar y
manipular sélidos, para resolver problemas.

ENSENANZA DE GEOMETRIA ESPACIAL CON REALIDAD AUMENTADA

Esta propuesta es el resultado de las diferentes experiencias vividas a través del paso por la
educacion, tanto basica como universitaria, y en nuestra practica docente. Identificamos las
dificultades que tienen los estudiantes, las mismas que experimentamos durante nuestra
formacion, cuando se enfrentan a conceptos propios de la geometria espacial de manera abstracta,
tratan de comprender el desarrollo de sélidos a partir de representaciones en una superficie de dos
dimensiones, y deben identificar las diferencias y relaciones existentes entre lo bidimensional y
lo tridimensional. A partir de esta problematica y contemplando el auge que tiene hoy en dia el
uso de distintas aplicaciones, entre estas la realidad aumentada, se pretende usarla para potenciar
el desarrollo de habilidades y competencias propias del pensamiento espacial y de los sistemas
geométricos, para lograr que aquellos objetos abstractos migren a un contexto cotidiano del
estudiante, combinando “objetos virtuales [...] en tercera dimension o animaciones, con entornos
fisicos reales” (Céspedes, 2012, p. 52).

Geometria. RA

Ultimamente, se utilizan diferentes herramientas tecnolégicas en las aulas de clase para favorecer
el aprendizaje; sin embargo, “en la educacidon son muy pocas las experiencias que se conocen”
(Céspedes, 2012, p. 53), acerca del uso de las aplicaciones de RA. Geometria.RA pretende ser un
apoyo en el proceso de ensenanza y aprendizaje, al momento de abordar temas de la geometria
espacial, con el fin de favorecer la comprension del estudiante, por medio de la visualizacién y
manipulacién de objetos tridimensionales, con el fin de hallar un acercamiento a diferentes
conceptos geométricos como deconstruccion de figuras sodlidas, perimetro, area, volumen e
isometrias. Por tal razén, se disefid un material didactico conformado por tres cartillas, de

Beltran, E., Cerero, A. y Herrera, A. (2019). Geometria.Ra como herramienta pedagogica para la ensefianza del
pensamiento espacial. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24
(pp- 309-310). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.



acuerdo al nivel de educacion: disenadores (4.° y 5.° primaria), arquitectos (6.° y 7.° bachillerato)
e ingenieros (8 y 9 de bachillerato), en las que se requiere el uso de una aplicacion de realidad
aumentada para Android, que hemos creado. Esta permite visualizar los objetos involucrados en
los temas propuestos en cada una de las cartillas.

La cartilla Diseriadores se enfoca en la deconstruccion de sélidos y los conceptos basicos sobre
perimetro y area de figuras planas y solidos geométricos; Arquitectos tiene como tema
fundamental volumenes y aplicaciones en contextos; Ingenieros permite abordar el tema de las
proyecciones utilizando cubos truncados. La aplicacion Geometria.RA, creada en Unity, esta
compuesta por cuatro escenas:

¢ Inicio: botones Sélidos, Aplicaciones, Proyecciones y Salida.

e Solidos, Aplicaciones y Proyecciones: la caAmara captura los marcadores guardados en la
base de datos vuforia, y los relaciona con los diferentes solidos geométricos, objetos o
cubos truncados configurados en unity, ajustando “la posicion del modelo 3D que
aparece en la pantalla cuando le movemos o giramos” (Rigueros, 2017, p. 260).

Este material didactico permite abordar la tematica de solidos geométricos como una secuencia.
El estudiante tiene un papel activo en su proceso de aprendizaje. Con el material se fomenta la
lectura, ejercitacion y simulacién. De esta manera, se impulsa el desarrollo de habilidades para
hallar y utilizar informacion, construir significados e interactuar con diferentes contextos.
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Se quiere presentar evidencia de la pertinencia de incorporar tecnologias digitales en
la clase de matematicas, para poder resolver un problema geométrico que dificilmente

se puede hacer a partir de la manipulacion de material concreto.

Dado un sector circular se puede construir un cono al superponer los extremos del sector. ;Cual
es la amplitud del angulo del sector para que el cono tenga volumen maximo? Lo anterior fue una
tarea propuesta en el Seminario Tecnologia en Ciencias y Matematicas de la Maestria en
Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagogica Nacional durante el semestre 2018-1.
Esta tarea se presentd con el objetivo de poner en evidencia el uso de Tecnologias Digitales (de
aqui en adelante denotada como TD), para obtener una solucidon dptima a un problema que, con
recursos concretos, no podria ser abordado de igual forma. Inicialmente, se solicitd usar acetato,
lana, regla y lapiz para recrear un modelo de la situacion que fuera Util en la generacion de
estrategias de solucion y para advertir sobre posibles respuestas. Luego se invito a los estudiantes
a hacer uso de TD (v.g., GeoGebra y Excel) con la finalidad de obtener precision en los calculos

de la situacion explorada.

La manipulacion de los materiales concretos no permitidé obtener una respuesta precisa, dado que
no se conocian con exactitud algunas medidas como la del radio de la base y la de la altura del
cono, necesarios para realizar los calculos pertinentes. Por ello, se construyo el cono en
GeoGebra y se calculd el volumen. Al arrastrar uno de sus vértices, fue posible identificar un
rango de valores para el radio de la base del cono en que el volumen era maximo. Posteriormente,
se utilizo una tabla de valores en Excel para obtener un valor mas preciso. En esta se registraron

valores para el radio del cono con variacién de 0,0001 cm; para cada uno se calcul6 la altura y

Cardenas, W., Galvis, Y. y Sua, C. (2019). Resolver un problema con tecnologia digital: mas que usar un artefacto.
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volumen del cono correspondiente. Con estos datos se calculd el angulo buscado del sector

circular, gracias a una formula conocida.

Villareal (2012) afirma que investigaciones en Educacién Matematica han mostrado que existen
cambios en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas cuando se incorporan las TD. Por
ejemplo, en la creacion de ambientes donde las matematicas son concebidas como una ciencia
experimental, en la cual las TD permiten la generacion y validacién de conjeturas, ensayar y
aprender del error, el desarrollo de procesos como la visualizacion, entre otros. A su vez, Pedrd
(2012) afirma que el uso de las TD contribuye a transformar las practicas de la escuela en espacios
flexibles y eficaces. El impacto de implementar estas herramientas demanda un cambio de roles
de estudiantes y profesores. En primer lugar, las actitudes de los estudiantes cambian debido a
que asumen con mayor responsabilidad su aprendizaje y también sus capacidades de
colaboracion, de dominio de la tecnologia y de solucion de problemas. En segundo lugar, como
lo mencionan Papadopoulos y Dagdilelis (2009), exige que los profesores estén capacitados para
incluir las TD en el aula. Esto implica reconocer el cambio y el dinamismo que tienen los objetos

de acuerdo a las estrategias que se empleen en determinada tarea.

En la tarea propuesta era pertinente el uso de material concreto para visualizar la situacion y
reconocer las dificultades inherentes. El uso de TD favorecié procesos como la visualizacion,
comunicacion y argumentacion entre los grupos de trabajo; ademds, permitié encontrar la
solucion a través de diferentes estrategias, de acuerdo a la forma en la que cada grupo abordo la
situacion propuesta. El problema incit6 la reflexion acerca de las responsabilidades que tienen los
profesores de matematicas cuando incorporan TD en sus clases, a saber: crear tareas que requieran
el uso de TD, tener claros los objetivos de ensefianza y aprendizaje, ser consciente de las

diferentes formas de razonar de los estudiantes cuando enfrentan un problema, entre otros.
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A través de un tipo especial de copulas, se quiere presentar una interpretacion
geométrica de cdmo se pueden construir distribuciones conjuntas bivariadas de
probabilidad, a partir de una pirdmide.

PROPUESTA
Sea la copula bivariada definida como:
Clu,v) =0 —-a)uv + aW(u,v) + ab(M(u,v) — W(u,v))

definida de [0,1]?> en [0,1] con 0 < a,b < 1,donde W (u,v) y M(u,v) son max{u+v —
1,0} y min{u, v} respectivamente los limites de Fréchet (Trivedi y Zimmer, 2007). Por el
Teorema de Sklar, cualquier distribucion conjunta bivariada de variables aleatorias continuas
queda determinada de forma unica a través de esa copula. (Nelsen, 2006)

La funcién H(u,v) = ab(Ms(w,v) — Ws(w,v)), definida de [0,1]2en[0,1] y0<ab<1,
se puede considerar como una funcién generadora de copulas y, por ende, de distribuciones
conjuntas bivariadas. La funcion H representa geométricamente una piramide y cualquier valor
de 0 <a,b <1, define diferentes piramides de la misma base de H y con altura menor o igual
a ¥ . (Moise, 1991).Un acercamiento geométrico de H, cuando a = 1 y b = 1, lo podemos ver a
través de la Figura 1. También, y a manera de ejemplo, una piramide se puede generar cuando
a = 0.25y b = 0.75, como también se puede apreciar en la Figura 1.

Castillo, L. y Garcia, S. (2019). Una interpretacion geométrica para construir distribuciones conjuntas bivariadas,
a través de un tipo de copulas. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24
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Figura 1: A la izquierda, acercamiento geométrico de la funcién H, cuandoa =1yb =1;ala
derecha, acercamiento geométrico de la funcion H, cuando a = 0.25y b = 0.75.

Finalmente, en la Figura 2, desde una Optica geométrica, se puede ver el comportamiento
geométrico de las distribuciones bivariadas de probabilidad, cuando a = 0.25 y b = 0.75, como
una deformacion de la piramide cuando a = b = 1 y dada por la copula:

C(u,v) = 0.75uv + 0.25W (u,v) + 0.1875(M(u,v) — W(u,v))

1.0

Figura 2: Acercamiento geométrico de la copula cuando a =0.25y b =0.75

REFERENCIAS

Moise, E. E. y Downs Jr., F. L. (1991). Geometry (first edition). Addison-Wesley Publishing
Company.

Nelsen, R. B. (2006). An Introduction to Copulas. Nueva York: Springer.

Trivedi, P. K., y Zimmer, D. M. (2007). Copula Modeling: An Introduction for Practitioners.
Foundations and Trends in Econometrics, 1(1), I-111.
http://dx.doi.org/10.1561/0800000005.

316



INGENIERIA DIDACTICA: ESTRATEGIA PERCEPTIVA CON DGPAD COMO

MEDIO PARA LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA

Mikel Vincent De Castro Franco, Jesus David Berrio Valbuena

Universidad del Atlantico

mvdecastro@est.uniatlantico.edu.co, jberriovalbuena@mail.uniatlantico.edu.co

Comunicamos avances de un proyecto que busca mostrar una manera alternativa de
ensefar la geometria. Consideramos que esta es un area de las matematicas donde se
razona con figuras, luego asumimos que esta comprende dos aspectos fundamentales:
los procesos de percepcion de las figuras, donde entra en juego la intuicién y, los
procesos de razonamientos teoricos utilizando las figuras, donde entra en juego la
deduccion. A partir de esto, buscamos que los estudiantes se introduzcan en la parte
tedrica de la geometria, partiendo de la estrategia perceptiva y la intuicion, llegando a

un equilibrio entre lo perceptivo y lo teorico.

INTRODUCCION

Actualmente, se busca que la ensefianza de la geometria esté basada en metodologias que
faciliten la actividad de exploracion y descubrimiento por parte de los estudiantes (Gutiérrez y
Jaime, 2012). Se asume que la geometria es el area de las matematicas que se ocupa de razonar
con figuras. Por lo tanto, se dice que esta comprende dos aspectos fundamentales: los procesos de
percepcion de las figuras, en los que actua la intuicion y los procesos de razonamientos tedricos
utilizando las figuras, en los actia la deduccidén (Acosta y Fiallo, 2017). A partir de esto,
buscamos que los estudiantes se introduzcan en la teoria, pero a través de la percepcion de las
figuras, y asi lograr un equilibrio entre la percepcion y la teoria. Por lo tanto, el objetivo de esta
presentacion es ofrecer una propuesta para la enseflanza de la geometria que favorece el proceso
de la exploracién de las figuras mediante los procesos de percepcion e intuicion y como esto lleva

a la necesidad de explicar relaciones o propiedades geométricas.

De Castro, M. y Berrio J. (2019). Ingenieria didactica: estrategia perceptiva con DGPad como medio para la
ensefianza de la geometria. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24
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MARCO DE REFERENCIA DE LA INVESTIGACION

Tomando como marco tedrico didactico la teoria de las situaciones didacticas (Brousseau, 2007),
buscamos que se produzca un aprendizaje por adaptacion, resultado de la interaccion del
estudiante con el medio (software de geometria dindmica DGPad). El profesor propone una
actividad que el estudiante debe desarrollar. Por ejemplo, “Dados dos puntos A y B, construir 20
puntos P tales que AP = PB”. Se busca que los estudiantes identifiquen la mediatriz como lugar
geométrico, utilizando la “técnica del hilvanado” en la cual se parte de un dibujo aproximado
para deducir las propiedades del lugar buscado. Probablemente, los alumnos comienzan a utilizar
directamente la técnica del hilvanado, o pueden construir algunos puntos que ya saben que son
equidistantes de A y B: el punto medio de AB, y los vértices del cuadrado de diagonal AB. Una
vez que han encontrado mas de cinco puntos que cumplan aproximadamente la condicion,

comenzardn a buscar otras posiciones hasta completar los 20 puntos pedidos.

METODOLOGIA

Empleamos la Ingenieria Didéctica que se ajusta al estudio de realizaciones tecnologicas de los
hallazgos de la teoria de las situaciones didacticas (Artigue, Moreno y Douady, 1995). En
Didactica de las Matematicas, esta es utilizada con una doble funcién: para designar una
metodologia de investigacion y para sefialar un proceso de produccion de secuencias de
ensefanza y aprendizaje. En este caso, se busca controlar el medio con el que interactua el

estudiante y la manera en que interviene el profesor.

RESULTADOS ESPERADOS

Luego de un andlisis a priori, se espera que el estudiante produzca un aprendizaje por adaptacion,
y concluya que la mediatriz de un segmento es el conjunto de puntos que equidistan con los

extremos de dicho segmento.
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Con el animo de incorporar tecnologias digitales en la clase de geometria escolar, en
un ambiente donde estos recursos son inexistentes, se ha escogido la aplicacion
Euclidea. Esto porque son escasas las investigaciones en Educacion Matematica que
analizan su pertinencia y bondades en la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Lo
anterior implica una apuesta de caracter personal por el uso decidido de esta
herramienta, para determinar su potencial y favorecer asi la formulacién de

argumentos por parte los estudiantes cuando resuelven problemas.

En el marco del programa de Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad
Pedagbgica Nacional, cuya cohorte 2018-1 esta adscrita al énfasis en Tecnologia Digital y
Educacion Matematica, se esta desarrollando un trabajo de grado que tiene sus origines en una
motivacion personal, la cual contempla principalmente dos asuntos. El primero de ellos hace
referencia a promover en la clase de geometria procesos de argumentacion. Esto obedece a lo
expuesto en los Lineamientos Curriculares para el area de Matematicas (MEN, 1998), en los que
se indica que la argumentacion hace parte fundamental de los cinco niveles del desarrollo del
pensamiento geométrico. Los argumentos pueden ser de caricter informal o de caracter

deductivo, segun el nivel.

La segunda motivacion consiste en ver el potencial del uso de Tecnologia Digital en los procesos
de ensefianza y aprendizaje, apuesta que lidera el Ministerio de Educacién Nacional desde inicios
de este siglo. Es premisa que las tecnologias de la informacion permiten que la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria se vivan desde otra perspectiva, particularmente con los programas
de geometria dinamica. Como bien lo sefialan Castiblanco, Urquina, Camargo y Acosta (2004),
estas posibilitan el estudio de los componentes fundamentales de las figuras geométricas y sus

propiedades.
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El trabajo de grado actualmente se desarrolla en el Colegio Rafael Maria Carrasquilla (Bogota)
con estudiantes de grado noveno, los cuales no tienen acceso a equipos de computo en la clase de
matematicas. Tal circunstancia llevo a contemplar el uso de tecnologia movil (celulares, tabletas);
lo cual conllevo a realizar una busqueda de programas y aplicaciones (Geogebra, DGPad, entre
otros) que sean compatibles con los dispositivos en mencion. Se escogié Euclidea, la cual se
ambienta en la modalidad de videojuego. Sin embargo, para su incorporacion y uso correcto, es
necesario que los estudiantes tengan un conocimiento bdsico de geometria euclidiana. Esto
condujo a disefar algunas tareas con regla y compas con el fin de proveer herramientas
conceptuales a los estudiantes, que les permitan resolver las tareas propuestas por Euclidea, y

asimismo generar argumentos que sustenten sus estrategias de solucion.

Este videojuego tiene como objetivo realizar construcciones geométricas utilizando regla y
compas. Euclidea ofrece cerca de 120 niveles (tareas), en los cuales se va incrementando la
dificultad. Para resolver las tareas se pueden utilizar rectas, circunferencias y otros objetos
geométricos particulares. Euclidea le permite al jugador poner a prueba conocimientos
geométricos, experimentar el proceso de construccion, gracias al dinamismo de los objetos
representados en pantalla, y recibir una realimentacion sobre la pertinencia de su propuesta. Lo

anterior permite relacionar este videojuego con programas de geometria dindmica.

A través del poster, se pretende mostrar al publico una herramienta alternativa, de facil acceso,
para usar en la clase de geometria. Sobre esta no se han encontrado investigaciones, lo que lleva a
considerar nuevas oportunidades apoyadas en tecnologia movil a favor de la ensefianza de la
geometria. Se quiere también presentar las perspectivas tedricas que sustentaran este estudio,
especificamente la clasificacion de los argumentos de los estudiantes en un ambiente de
geometria dinamica (Flores, 2007), y la apropiacion que logran los estudiantes de la herramienta

tecnologica, escogiendo para esto la Génesis Instrumental (Sua y Camargo, 2019).
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La tecnologia y sus avatares nos permiten pensar, como docentes, en la educacion
matematica desde variadas perspectivas. Una de tales es la construccion de un
Massive Open Online Course (MOOC) o mejor conocido como curso abierto, masivo y
en linea. Es un espacio académico flexible y abierto que nos permite llegar a distintos

tipos de poblaciones, mediante el uso de las tecnologias digitales.

La tecnologia ha traido distintos cambios en nuestra sociedad del siglo XXI y la educacién no
queda exenta de tales avatares. Da lugar a la construccion de conocimiento de manera mas
autonoma que permita materializar soluciones a las problematicas de las personas y sus
comunidades (Rubio-Pizzorno, 2018). A partir de este planteamiento, se configura esta
comunicacion —la cual reporta la etapa inicial de un proyecto de grado—, que apunta al uso de
recursos educativos abiertos. Estos contribuyen a “mejorar dramaticamente las vidas de cientos
de millones de personas a lo ancho y largo del mundo a través de oportunidades educacionales
libremente disponibles, de alta calidad, y relevantes localmente” (Open Society Institute y
Shuttleworth Foundation, 2007). Especificamente consideramos la elaboracion de un Curso
abierto, masivo y en linea (MOOC, por sus siglas en inglés). En este, el tiempo y los espacios
académicos son flexibles para los estudiantes, el docente puede estructurar una secuencia
educativa pertinente a los contenidos del curso y proponer distintos tipos de actividades
reflexivas, de evaluacion y de socializacion. Para estructurar el MOOC se utiliza el modelo RASE
(Poveda, 2019) el cual recomienda disponer claramente de Recursos, Actividades, Soporte y

Evaluacion.
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Los temas que se van a enseiar en el MOOC corresponden de manera general al estudio de
nociones geométricas, especificamente considerando el cardcter dinamico de la geometria
(Rubio-Pizzorno, 2018), para lo cual se ha planteado el uso de ambientes de geometria dindmica.
En cuanto a estas tecnologias, actualmente se evalua la pertinencia de diferentes tecnologias
digitales a utilizar en este proyecto, segiin su valor pragmadtico y epistémico (Artigue, 2002).
Entendemos el valor pragmatico como el potencial productivo de la tecnologia digital, referido al
aprovechamiento de la herramienta en relacion también a su eficiencia; y el valor epistémico
como la comprension de los objetos matematicos que se movilizan, permitiendo su visualizacion
y su articulacion desde el propio concepto y la construccion de este. Pero se debe realizar
hincapié sobre la formalidad en los argumentos para el uso de esta herramienta, por tal razén se
da prioridad a un analisis de las situaciones de ensefianza-aprendizaje segun las naturalezas de la
geometria, reportadas por Rubio-Pizzorno (2017), a saber: la naturaleza epistémica,
epistemologica, filosofica y digital. En cuanto a la naturaleza epistémica se refiere al
“conocimiento geométrico referente a la construccion metodologica y racional de los objetos y
representaciones” (p. 144), la naturaleza epistemoldgica da cuenta de los fundamentos y métodos
para construir el conocimiento, la naturaleza filosofica se entiende como una explicacion racional
de la relacion entre los diferentes diagramas y las diferentes conclusiones que se pueden obtener
de estos y, por ultimo, la naturaleza digital —base formal de este trabajo—, la cual permite
representar los objetos geométricos a trabajar mediante el uso de ambientes de geometria

dinamica.
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En libros de texto de matematicas, tanto escolares como universitarios, se da un
tratamiento a la relacion de congruencia entre poligonos. Sin embargo, generalmente
esta relacion queda limitada al estudio de tridngulos y sus correspondientes criterios
de congruencia. Presentamos los avances de un estudio realizado sobre la
congruencia en cuadrilateros y sus posibles nexos con la teoria de grafos. La idea es
que al pasar de grafos a matrices y a partir de las regularidades que se vean alli, se
pueda obtener una caracterizacion de dichas matrices cuando representan o no un
criterio de congruencia, con el fin de buscar una generalizacion para los tipos de

congruencias de poligonos con # lados.

INTRODUCCION

En los libros de texto de geometria, en niveles escolares o universitarios, se puede apreciar la
presencia de uno o varios capitulos cuyo objeto de estudio son los tridngulos y algunas de sus
propiedades o relaciones, incluyendo entre estas la congruencia (Clemens, 1994). Sin embargo, la
revision en estos libros deja ver que la relacion de congruencia no se estudia en detalle para otros
poligonos. Presentamos los resultados de un ejercicio académico de indagacion, promovido al
interior de un curso de geometria, de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagbdgica Nacional, a través del cual se examiné el concepto de congruencia entre
cuadrilateros. La motivacion principal yace en la necesidad de ampliar el limitado estudio, segun
nuestra percepcion, de la relacion de congruencia, principalmente cuando esta se desarrolla

apenas en tridngulos. De este ejercicio esperamos caracterizar la relacion de congruencia en

Lugo, J., Bernal, J., Lopez, Z., Sua, C. y Ramirez, A. (2019). Estrategia para el estudio de congruencia entre
cuadrilateros. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 24 (pp. 329-331).
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cuadrilateros, avanzando particularmente en la identificacion de “criterios” de congruencia en
estos poligonos, con lo que puedan establecerse relaciones o generalidades en un conjunto de
poligonos mas amplio (por ejemplo, pentdgonos, hexagonos). Para ello, le asociamos a cada
criterio, una matriz, con el fin de encontrar una regularidad en esta, convirtiendo un problema

geométrico (siendo engorroso) en un problema algebraico.

METODO

En un primer momento se contempl6 la definicion de congruencia de cuadrilateros, planteando
esta como una extension de la presentada para triangulos. Posteriormente, se evalud la posibilidad
de establecer posibles criterios de congruencia considerando que de las ocho condiciones
involucradas en su definicion se requiriera el cumplimiento de cuatro. Este ejercicio llevo a
reconocer dieciseis posibles criterios de los cuales ninguno garantizd la congruencia de los
cuadrilateros. En un segundo momento, se consideraron criterios que involucraran cinco
condiciones (v.g. LLLLA: cuatro lados y un angulo congruentes). Reconocimos treinta y dos
posibilidades, de las cuales solo ocho pudieron ser comprobadas de manera empirica y/o tedrica.
Luego llegamos a la construccion de los grafos para relacionar los vértices que tengan marca de
congruencia, con una matriz cuadrada de acuerdo con el nimero de vértices, compuesta de ceros
y unos, en la que uno indica marca de congruencia y cero cuando no, para encontrar cierta

regularidad en la misma.

AVANCES Y CONCLUSIONES

El ejercicio realizado ha permitido reconocer algunos criterios de congruencia entre cuadrilateros,
asi como una justificacion tedrica de estos. Ademas, se han reconocido algunas posibles
conexiones entre los criterios de congruencia de tridngulos y de cuadrilateros con la teoria de
grafos, lo cual nos ha motivado a extender nuestro estudio en otro tipo de poligonos, con el fin de
validar nuestras hipotesis y avanzar en una posible generalizacion de los criterios de congruencia
a la luz de la teoria de grafos. Por motivos de extension no alcanzamos a presentar tales

resultados en este documento.
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Se presenta una experiencia en aula que permite reconocer como el uso de la
tecnologia digital y no digital en la solucion de problemas geométricos aporta a la
construccion de significado. El objetivo del pdster es mostrar qué aspectos, del
significado de bisectriz de éangulo, movilizaron los estudiantes, profesores en

ejercicio, al resolver un problema con el apoyo de tecnologia.

EXPERIENCIA EN AULA

Esta experiencia se realizO con estudiantes del seminario “Tecnologia en Ciencias y
Matematicas”, de la Maestria en Docencia de la Matematica, ofertada por la Universidad
Pedagbgica Nacional, cuyo énfasis era Tecnologia Digital en la Ensefianza y el Aprendizaje de
las Matematicas. En dicho seminario, el profesor titular propuso algunos problemas que debian
ser resueltos con ayuda de tecnologias digitales (GeoGebra, Logo) y no digitales (doblado de
papel, escuadra). A través de esta tarea se pretendia que los estudiantes del seminario
evidenciaran que el potencial de que cada una de las tecnologias involucradas no depende de lo
novedosa que sea dicha tecnologia, sino de las caracteristicas del problema que se propone y los

significados que se involucran al resolverlo.

El problema propuesto fue construir la bisectriz de un angulo cualquiera. Se esperaba que los

participantes del seminario tuvieran, como definicion de bisectriz, la siguiente:

Dado el £ABC, BD es bisectriz del 2ABC si: 1) D pertenece al interior del ZABC; i1)
¢2£ABD = «DBC.

Moreno, N., Castro, M. y Sua, C.. (2019). Tecnologias digitales y no digitales en el proceso de construccion de
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Los estudiantes debian consignar en una tabla informacion relacionada con el proceso de

resolucion del problema con cada tecnologia, respondiendo:

Agilidad en la resolucion del problema.
e ;CbOmo se usa la herramienta?

e ;Qué aspectos se reconocen en la herramienta que no son propios de su
naturaleza/origen? (v.g. se usa la escuadra para copiar medidas, como si esta fuera un

compas)

(Qué conceptos geométricos se involucran?

La interaccion entre estudiantes y objetos de estudio en el momento de resolver la tarea es
importante porque centramos nuestra atencion en el proceso de construccion de significado. En
consonancia con esto, asumimos la postura de Samper, Perry y Camargo (2017), quienes afirman
que construir significado es un proceso social y de interaccion que consiste en lograr
compatibilidad de las ideas que un estudiante tiene de un objeto o relacion (significado personal)
con aquellas que la comunidad de referencia ha establecido (significado institucional). A medida
que se trata al objeto o la relacion en diversas situaciones, se descubren nuevas propiedades, y,
por tanto, se construye significado. Es decir, el concepto de un objeto es mediado por las

experiencias que se tienen con él.

Al socializar las estrategias para resolver el problema, surgieron situaciones que llevaron a
descubrir propiedades, relaciones entre conceptos, y el uso apropiado de herramientas. Se
evidencid que, al hacer uso de la herramienta bisectriz con la que cuenta GeoGebra, la
representacion era una recta y no un rayo; por tanto, como no corresponde con la definicion, se
tenia que construir el rayo de la recta que si es la bisectriz y ocultar la recta. En Logo, era
necesario conocer las propiedades requeridas en la definicion para proporcionar las instrucciones
correctas (v.g. reconocer que la bisectriz tiene extremo en el vértice del angulo y puntos en el
interior del mismo). Al utilizar doblado de papel, la estrategia presentada era doblar este, tratando
que los lados del &ngulo coincidieran, dado que la bisectriz debe determina dos angulos
adyacentes congruentes. Al usar la escuadra, la construccion moviliza la definicion de bisectriz

como lugar geométrico, siendo esta todos los puntos que equidistan de los lados del angulo.
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Esta experiencia se convirtié en evidencia de que para aportar a la construccion de significado se
deben disenar tareas que incluyan tecnologias digitales y no digitales, pues los conceptos que

promueven las primeras pueden ser complementados por aquellos promovidos por las segundas.
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La ponencia expone una hipdtesis acerca del discurso de los docentes al ensenar
geometria en el aula, que dificultan el aprendizaje. Para tal fin, se tuvieron en cuenta
fundamentos sobre las formas como este debe expresarse en el aula, asi como, lo
establecido por el Ministerio de Educacién Nacional, en los Estandares Basicos de

Competencia (2006) con respecto al proceso de comunicacion.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La ensefianza de las matemadticas, especificamente de la geometria, estd mediada por distintos
factores que inciden en el aprendizaje de los alumnos. Entre ellos sobresalen el discurso del
profesor, los recursos, la metodologia, y el contexto, entre otros. En el trabajo que se presenta, la
mirada esta puesta en el en primero de ellos, puesto que, el discurso en la clase de geometria es
un componente determinante de la practica educativa del docente en la ensefianza en el aula.
Sobre ello, Bailera y Honrado (2016) expresan que ‘“el discurso es, por tanto, la unidad
observacional que interpretamos al escuchar o leer una emision verbal en datos de clases” (p.
438). El discurso le permite al docente referirse a un objeto de conocimiento, ademas de

interactuar con los estudiantes sobre dicho objeto.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, es preciso cuestionarse: /cudles son algunas
dificultades detectadas en el discurso de un docente al ensefiar geometria? Al respecto, surge una
hipotesis la cual se intenta poner a prueba para ratificarla o refutarla en el trascurrir del proceso

de investigacion. Esta es:

Riascos, C. y Renteria, L. (2019). Algunos factores determinantes en el discurso de los docentes en la ensefianza de
la geometria en basica secundaria. En C. Samper y L. Camargo (Eds.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,
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Hipdtesis: El docente tiene un escaso manejo de términos técnicos en la clase de geometria lo
que obstaculiza la comunicacion sobre los objetos de conocimiento. Entendemos los términos
técnicos como los términos especificos. Saenz (2008) senala que, al ensefiar matematicas, los
docentes brindan recursos comunicativos a los alumnos para que ellos adquieran esas formas
semanticas, y aprendan a hablar matematicamente, y a pensar matematicamente. Sin embargo,

queremos investigar si los docentes hacen uso de los términos técnicos o no.

EL DISCURSO EN CLASE DE GEOMETRIA

El lenguaje permite al docente transmitir o expresar una idea o conocimiento, haciendo uso de
palabras las cuales, de forma organizada, propician la configuracion de un discurso frente a la
tematica que se esta trabajando. Por eso, es necesario que el docente emplee terminologias

adecuadas y propias de la cultura en la que se comunica.

Saenz (2008) habla sobre el privilegio que tiene

El lenguaje verbal y no verbal en la construccion del conocimiento y en las maneras como los maestros
crean contextos comunicativos en el aula, para apoyar a los estudiantes en la construccion conjunta de

la comprensién de la matematica escolar. (p. 789)

Ante ello, es importante mencionar que el discurso no es solo la enunciacion de palabras o ideas;
va mas alla, puesto que, se deben tener en cuenta ciertos parametros tales como el manejo de

términos técnicos, comunicacion de propiedad y la enunciacion de teorema, axiomas entre otros.
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